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Abstract
In this paper we investigate grayity IR effects on quantum 
machanics considering minimum momentum. First, 
we investigate afew cases in quantum mechanics by 
minimum momentum, also we show hydrogen atom 
spectrum is corrected and produce limit on minimum 
momentum by prices measurements done on hydro-
gen atom. also we investigate aharonove-bohm eff-
ect and show its topological phase is corrected. Con-
sidering appropriate experiments, this corrections will 
be observed.
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چكيده
در این مقاله ما اثرات IR گرانش را بر مكانيک كوانتومی با در نظر گرفتن 
تكانه ی كمينه بررسی می كنيم. در ابتدا چند مسئله را در مكانيک كوانتومی 
با كمينه ی تكانه مورد بررسی قرار می دهيم. همچنين نشان خواهيم داد كه 
طيف اتم هيدروژن تصحيح می ش��ود و با توجه به اندازه گيری های دقيق 
انجام ش��ده روی طيف اتم هيدروژن می ت��وان روی تكانه ی كمينه حد 
گذاشت. همچنين اثر آهارونوف- بوهم1 را بررسی كرده و نشان می دهيم 
كه فاز توپولوژیک آن تصحيح می ش��ود كه می ت��وان با در نظر گرفتن 

آزمایش های مناسب این تصحيحات را مشاهده كرد.

واژه های کليدی: عدم قطعيت، كمينۀ تكانه 

1 Aharonov-bohm

1. مقدمه 
ع��دم قطعيت كمينه در تكانه نتيج��ه ای از اثرات IR گرانش روی یک سيس��تم مكانيک كوانتومی 
می باش��د. همانطور كه عدم قطعيت كمين��ه در مكان نتيجه ی اثرات UV گرانش در فواصل بس��يار 
كوچک اس��ت. ط��ول كمينه را می توان به طور موثر با در نظر گرفت��ن عدم قطعيت كمينه در مكان 
ذره مورد بررسی قرار داد. به طور كلی عدم قطعيت كمينه در تكانه و مكان یک ذره نتيجه ی اثرات 
گرانش��ی در حد IR و UV می باش��ند ]3،2،1.[ از آنجا كه بررسی مستقيم اثرات IR گرانش بر روی 
مكاني��ک كوانتومی مس��تلزم در نظر گرفتن زمين��ه ای با فضا زمان خميده ریمانی اس��ت و این خود 
دشواری های زیادی را به همراه دارد بنابراین ما در اینجا با در نظر گرفتن تكانه ی كمينه این كار را به 
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طور موثر انجام می دهيم. در مقاله ]4[ طيف وسيعی از مسائل مكانيک كوانتومی به این روش بررسی 
ش��ده است. در اینجا ما این مطالعات را برای مس��ائل دیگری انجام می دهيم. در بخش بعد مكانيک 
كوانتوم��ی با عدم قطعيت كمينه در تكانه را فرمول بندی می كنيم. س��پس ای��ن فرمول بندی را برای 
مسائلی كه حل دقيق دارند به كار می بریم. این مسئله در اتم هيدروژن دارای اهميت است، زیرا ویژه 
مقادیر آن به گونه ای تصحيح می ش��وند كه ممكن اس��ت با كمک آن بتوان حدودی بر پارامترهای 
كمينه تكانه گذاش��ت. س��پس به بررس��ی اثر آهارونوف- بوهم می پردازیم و نشان می دهيم كه فاز 
آهارونوف- بوهم بر اثر تكانه ی كمينه به مس��احت جاروب شده توسط ذره ی مورد آزمایش وابسته 
می شود. این نشان می دهد كه اگر آزمایش را به گونه ای طراحی كنيم كه سطح قابل تغيير باشد، آنگاه 
تغييرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.                                                                                              

 
2. عدم قطعيت کمينه در تكانه

 IR عدم قطعيت كمينه در تكانه ترجمان مكانيک كوانتومي مفهوم كمينه تكانه است كه به علت اثرات
گرانشی روی می دهد. با بررسي مكانيک كوانتومي روي خمينه هاي ریماني به نتایج جالبي مي رسيم 
]1،2،3[. روي یک خمينه ریماني، تكانه تعریف جدیدي به صورت »مولد تغييرات بس��يار كوچک 
مختص��ات ژئودزیک از یک رویداد به رویداد دیگر« خواهد یافت و در نتيجه تكانه هاي مختلف با 
یكدیگر جابجا نمي شوند ]6،5[. روابط جابجایي عملگرهاي تكانه و مكان نيز تغيير مي كنند. یک نوع 
خاص از این روابط جابجایي تغيير یافته منجر به عدم قطعيت كمينه در تكانه مي شود. ظهور این عدم 
قطعيت كمينه را مي توان با دلایل خوبي توضيح داد. در مكانيک كوانتومي وقتي (روي یک فضاي 
تخت( تكانه ذره با دقت زیاد اندازه گيري مي شود، به این معناست كه تابع موج آن ذره در كل فضا 
گسترش دارد یعني با یک موج تخت توصيف مي شود. اما در یک فضاي خميده دلخواه مفهومي از 
موج تخت سراسري قابل تصور نيست و این خود گویاي این مطلب است كه نمي توان تكانه را دقيقاً 

اندازه گيري كرد و یک حد كمينه برای آن وجود دارد.
بررسي هاي انجام شده در مكانيک كوانتومي، روي فضاهاي خميده منجر به پيشنهاد جبر هایزنبرگ 

جدیدي به صورت زیر شده است ]5،1،2،3[:
)1)

در نظ��ر خواهي��م گرفت كه منج��ر به عدم قطعيت كمين��ه در تكانه مي ش��وند. در دو بخش آینده 
عبارتهایي بر Θi j شوند.

در بخش ه��اي بع��د از آن ني��ز چن��د مس��ئله مكاني��ک كوانتوم��ي را با ف��رض كمين��ه تكانه حل                                 
خواهيم نمود.
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٢ 
 

بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است

 (٨)                                                                                                                        
                                                                                                                                                   

                 
مي  تكانهدرنظرخواهیم گرفت كه منجربه عدم قطعیت كمینه در 

ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض

 
  2xجبر هایزنبرگ تعميم یافته با جمله مجذوری  .٣

نظر مي  در یک بعد به صورت زیرابتدا جبر هایزنبرگ را در 
 گیریم:

 (٢          )                                                                        
  (1)ˆ,ˆ1() 22 xipxxx    

. با استفاده از گرهای هرمیتی مکان و تکانه هستندعمل x̂و p̂که 
یف  پذیرتعر شاهده  یت دو م عدم قطع مولی  کی و مع جام  فیزی با ان
سب شدن محا صفر  فرض  با  ین جبر) که ا شان داد  توان ن می  اتی 
                                                   تكانهبه عدم قطعیت کمینه  (xچشمداشتی مقدار

  (,), pxipx jiji  
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گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRاثرات بررسی                                                       
                                ............................................................ طریق 

٢ 
 

بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است

 (٨)                                                                                                                        
                                                                                                                                                   

                 
مي  تكانهدرنظرخواهیم گرفت كه منجربه عدم قطعیت كمینه در 

ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض
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   γχ2 3. جبر هایزنبرگ تعميم یافته با جمله مجذوری
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 0p 
ه عدم قطعیت کمینه در نیم کدر اینجا فرض می ک. منجر می شود 

 بنابراین فضای مکان دست  .مکان وجود ندارد
 
 
 
 

گرانش بر مکانیرک کوانترومی از  IRبررسی اثرات                                                      
            طریررررررررررررق  .........................................................                          

١                        
 

باقي خورده  کان  ن ضای م ید را روی ف بر جد توان ج می  ند و  می ما
 نمایش داد. x()توابع موج 

 x()به صورت زیر روی توابرع مروج  pو x در فضای مکان عملگرهای
 د .نعمل می کن

 (٨          )                                                                                               
()()ˆ xxxx   
 (٤                                                                 )                        
()(1)()ˆ 2 xxixp x   

ه حالت های مکان و ژوی، ین برای ضرب داخلی دو کت دلخواههمچن
     همچنین عملگر واحد داریم 
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تعمیم داد. بدین  بعد نیزمی توان  nرا به ( ٢رابطه جابجایی  )
 صورت که 

(١)                                                                             


i
ixr 22    ،  jiji ripx  (1), 2 

    

لفه تکانه عدم قطعیت تکانه داریم. مودر این حالت روی هر
به صورت زیر عمل  تکانهملگرهای مکان و ع همچنین درفضای مختصات

 می کنند : 
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بررسی اثرات IR گرانش بر مکانیک کوانتومی از طریق عدم قطعیت کمینه در تکانه 12

در اینجا نشان می دهيم كه این رابطه جابجایی نيز به عدم قطعيت كمينه در تكانه منجر می شود. برای 
اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعيت بين x  و p  را به دست می آوریم. با استفاده از تعریف معمولی عدم 

قطعيت بين دو عملگر، داریم:  
)13)

x از تعریف عدم قطعيت
)14)

مشخص است كه كميت زیر رادیكال، در رابطه (13( یک كميت مثبت است و با تقسيم طرفين (13( 
بر Δx داریم:

)15)

تفاوت (15( با رابطه عدم قطعيت عادی بين x  و p  در جمله                        می باشد. این جمله را با 
Λ نشان می دهيم. حال اگر به منظور كوچک شدن Δp (یعنی دقيقتر شدن اندازه گيری تكانه( Δx را 
افزایش دهيم، آنگاه           نيز افزایش خواهد یافت تا عبارت زیر رادیكال همواره مثبت بماند. در واقع 
دیده می ش��ود كه به ازای هر Δx در طرف راست رابطه (15( هميشه یک كميت مثبت Λ داریم. به 
عبارت دیگر همواره Δp>0. یعنی عدم قطعيت تكانه، حد كمينه ای دارد. البته منوط به اینكه حالتهایی 

را در نظر بگيریم كه در آن شرط                        برقرار باشد.
عملگرهای    و    در فضای هيلبرت مكان به صورت زیر 
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               )17)
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در ادامه دو مساله را با استفاده از جبر (12( و اعمال تبدیلات (16( و (17( بررسی می كنيم.

٥. نوسانگر هماهنگ یک بعدی
به عنوان اولين مثال از مكانيک كوانتومی كمينه تكانه، مس��اله نوس��انگر هماهنگ یک بعدی را بر 
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 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
 
 
 

رانش برر مکانیرک کوانترومی از گ IRبررسی اثرات                               
طریرررررررررق  ............................................................                                

٨   
در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)

1
() 2

2





x

x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
(٨٨                                                                                  )                            
()()ˆ xxxx                                                                                                    
(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
(٨٤                                                                         )                  
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dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥
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عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.
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 xاز تعریف عدم قطعیت 
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کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم
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گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRاثرات بررسی                                                       
                                ............................................................ طریق 

٢ 
 

بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است

 (٨)                                                                                                                        
                                                                                                                                                   

                 
مي  تكانهدرنظرخواهیم گرفت كه منجربه عدم قطعیت كمینه در 

ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض

 
  2xجبر هایزنبرگ تعميم یافته با جمله مجذوری  .٣

نظر مي  در یک بعد به صورت زیرابتدا جبر هایزنبرگ را در 
 گیریم:

 (٢          )                                                                        
  (1)ˆ,ˆ1() 22 xipxxx    

. با استفاده از گرهای هرمیتی مکان و تکانه هستندعمل x̂و p̂که 
یف  پذیرتعر شاهده  یت دو م عدم قطع مولی  کی و مع جام  فیزی با ان
سب شدن محا صفر  فرض  با  ین جبر) که ا شان داد  توان ن می  اتی 
                                                   تكانهبه عدم قطعیت کمینه  (xچشمداشتی مقدار

  (,), pxipx jiji  
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(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
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در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)
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x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 
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 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
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(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
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نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات
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)19)
و ویژه مقادیر انرژی آن                             می باشد.

با اعمال تبدیلات (16( و (17( برهاميلتونی داریم: 
    )20)

و با تغيير متغير                                   خواهيم داشت:  
)21)

بنابراین هاميلتونی نوسانگر به صورت زیر تبدیل می شود:                                                
 )22)

اگر جمله دوم رابطه بالا را با پتانسيل مورس1 یک بعدی ]7[   
                            )23)

با a و D ثابت، مقایسه كنيم پی می بریم كه هاميلتونی جدید (22( در واقع هاميلتونی پتانسيل مورس 
است و تنها كافی است كه a و D را دوباره تعریف كنيم.

و                                                                                                  )24)

ویژه مقادیر و توابع پتانسيل را می توان با استفاده از روش فاكتورگيری2 بدست آورد ]7[.
در معادله ویژه مقداری پتانسيل مورس

)25)

با استفاده از این روش فاكتورگيری، ویژه مقادیر انرژی En پتانسيل مورس به صورت زیر است: 

 )26)

بنابراین هرگاه معادله ویژه مقداری هاميلتونی تغيير یافته (22( را بنویس��يم، با در نظر گرفتن تعریف 
(24(، ویژه مقادیر انرژی را با استفاده از (26( می توان بدست آورد:

 )27)

1 Morse potential
2 Factorization method

مسراله  ٬مکانیک کوانتومی کمینره تکانرهعنوان اولین مثال ازبه 
حرل مری  (٨٢)جبر تعمیم یافته  نوسانگرهماهنگ یک بعدی رابراساس

( ٨٨چون در فضای مکان کار مری کنریم وتبردیلات ) . در اینجاکنیم
هامیلتونی نوسرانگر هماهنرگ یرک بعردی بره صرورت ٬داریم(را٨٧و)

 عملگری 
(٨١) 

)آن   ویژه مقادیر انرژیو 
2
1) nnE می باشد. 

  :داریمهامیلتونی بر (٨٧( و)٨٨)تبدیلات با اعمال 
(٢١)     
 

  متغیرتغییرو با 
 xu 





 1ln1 خواهیم  

   داشت:
(٢٨) 
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    [٧بعدی ]یک ٢ رابا پتانسیل مورس رابطه بالا اگر جمله دوم
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( ٢٢مقایسه کنیم پی می بریم که هامیلتونی جدید) ٬ثابت Dو  aبا 

و  aو تنها کافی اسرت کره است  ل مورسپتانسیدر واقع هامیلتونی 
D . را دوباره تعریف کنیم 

(٢٨) 
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a و 

وش توابع پتانسیل را می توان با استفاده از ر ویژه مقادیر و
 . [٧د]آوربدست  ١فاکتورگیری
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انرژیریدامق ویژه ٬فاکتورگیری با استفاده از این روش

nE  

  :پتانسیل مورس به صورت زیر است
(٢٨)  
 
 

( ٢٢)هامیلتونی تغییریافته هرگاه معادله ویژه مقداری  بنابرین
ادیر انرژی را مقویژه  ،(٢٨) یفگرفتن تعربا درنظر ،بنویسیم را

د:ورآ ( می توان بدست ٢٨با استفاده از)  

  (٢٧)   
 
 
به سمت صفر میل می کند دوباره به ویژه  حدی که در 

به این ترتیب برای  رسیم. می انرژی نوسانگرهماهنگادیرمق
نا . به این معمی توان تعبیر جدیدی ارائه نمود پتانسیل مورس

که پتانسیل مورس را به عنوان پتانسیل نوسانگرهماهنگ کمینه 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               .در نظر گرفت(٨٢با جبرجابجایي تعمیم یافته) تکانه

  
 

  .٢ Morse potential                        ١ .factorization metoth                                
                

 
 
 

                          
گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRبررسی اثرات                                

  طریق  ............................................................                              
٨ 
 
 نسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدیپتا .٦
   زیر به صورت تانسیل اتم هیدروژن گونه یک بعدیپ
  (٢٤)                                                
0x 

                                                         
0x 
 

 های مثبت هستند. معادله ویژه ثابت B ،Aآن درکه تعریف می شود.
 با روشمی توان     واقع در دارد. دقیق حل مقداری این پتانسیل

 رانیز مقادیر انرژی این پتانسیلویژه و ویژه توابع فاکتورگیری
ویژه مقادیر انرژی چنرین  .[٧بدست آورد]

 است 
(٢١)    

                                                                                                        
                                                  

. بار دیگر در معادله شرودینگر ظاهر می شود جرم ذره است کهmکه
( ٨٧( و )٨٨گیریم و تبدیلات ) ( را درنظر می٨٢ر تعمیم یافته )جب

هررامیلتونی ایررن پتانسرریل  را بررر
 اعمال می کنیم .
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بررسی اثرات IR گرانش بر مکانیک کوانتومی از طریق عدم قطعیت کمینه در تکانه 14

در حدی كه γ به سمت صفر ميل می كند دوباره به ویژه مقادیر انرژی نوسانگر هماهنگ می رسيم. به 
این ترتيب برای پتانسيل مورس می توان تعبير جدیدی ارائه نمود. به این معنا كه پتانسيل مورس را به 

عنوان پتانسيل نوسانگر هماهنگ كمينه تكانه با جبرجابجایي تعميم یافته (12( در نظر گرفت.

٦. پتانسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدی
پتانسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدی به صورت زیر  

                                                 )28)
                                                          

تعریف می شود. كه در آن A ،B ثابت های مثبت هستند. معادله ویژه مقداری این پتانسيل حل دقيق 
دارد. در واقع می توان با روش فاكتورگيری ویژه توابع و ویژه مقادیر انرژی این پتانسيل را نيز بدست 

آورد ]7[. ویژه مقادیر انرژی چنين است: 
   )29)

                   
                                    

كه m جرم ذره است كه در معادله شرودینگر ظاهر می شود. بار دیگر جبر تعميم یافته (12( را در نظر 
می گيریم و تبدیلات (16( و (17( را بر هاميلتونی این پتانسيل اعمال می كنيم.

                                                                                                
)30)

برای رسيدن به عبارت فوق برای     ، x به صورت زیر به u تبدیل شده است     
                                     )31)

                                                                                                         و                                       
 

A اختياری می باشند. در ادامه این ثابت ها رابه دو شكل مختلف انتخاب می كنيم و  ،B ،D ثابت های
در هر مورد نشان می دهيم كه عبارت داخل كروشه رابطه (30( تبدیل به یک پتانسيل معروف می شود.

الف( اگر برای ثابت D قرار دهيم:
               )32) 

در این صورت هاميلتونی (30( چنين خواهد شد:
 )33)
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انرژیریدامق ویژه ٬فاکتورگیری با استفاده از این روش

nE  

  :پتانسیل مورس به صورت زیر است
(٢٨)  
 
 

( ٢٢)هامیلتونی تغییریافته هرگاه معادله ویژه مقداری  بنابرین
ادیر انرژی را مقویژه  ،(٢٨) یفگرفتن تعربا درنظر ،بنویسیم را

د:ورآ ( می توان بدست ٢٨با استفاده از)  

  (٢٧)   
 
 
به سمت صفر میل می کند دوباره به ویژه  حدی که در 

به این ترتیب برای  رسیم. می انرژی نوسانگرهماهنگادیرمق
نا . به این معمی توان تعبیر جدیدی ارائه نمود پتانسیل مورس

که پتانسیل مورس را به عنوان پتانسیل نوسانگرهماهنگ کمینه 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               .در نظر گرفت(٨٢با جبرجابجایي تعمیم یافته) تکانه

  
 

  .٢ Morse potential                        ١ .factorization metoth                                
                

 
 
 

                          
گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRبررسی اثرات                                

  طریق  ............................................................                              
٨ 
 
 نسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدیپتا .٦
   زیر به صورت تانسیل اتم هیدروژن گونه یک بعدیپ
  (٢٤)                                                
0x 

                                                         
0x 
 

 های مثبت هستند. معادله ویژه ثابت B ،Aآن درکه تعریف می شود.
 با روشمی توان     واقع در دارد. دقیق حل مقداری این پتانسیل

 رانیز مقادیر انرژی این پتانسیلویژه و ویژه توابع فاکتورگیری
ویژه مقادیر انرژی چنرین  .[٧بدست آورد]

 است 
(٢١)    

                                                                                                        
                                                  

. بار دیگر در معادله شرودینگر ظاهر می شود جرم ذره است کهmکه
( ٨٧( و )٨٨گیریم و تبدیلات ) ( را درنظر می٨٢ر تعمیم یافته )جب

هررامیلتونی ایررن پتانسرریل  را بررر
 اعمال می کنیم .
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(١١) 
 

تبدیل  uبه صورت زیر به  ٬x ̂برای رسیدن به عبارت فوق برای
 شده است     

(١٨          )            
ux

x







 (1)                            

1(1)              و                         
 uex 


 

ادامه این ثابت ها رابره اختیاری می باشند. در  D ،B،Aثابتهای
شکل نیم  دو می ک خاب  لف انت که  ردمو هر ودرمخت یدهیم  شان م ن

یک پتانسریل معرروف مری ( تبدیل به ١١) عبارت داخل کروشه رابطه
 شود .

 مقرار دهی Dاگر برای ثابت  الف( 
 (١٢ )                                                                                                         

 2

2
1  


 AD 

 ( چنین خواهد شد ١١هامیلتونی) در این صورت
 
(١١)  
 سبه معموليمحا پس از یك 

 :داریم
 

 
(١٨) 
 
 
 

                                 
گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRبررسی اثرات                                 

                              طریق  ............................................................  
٧   
 

zuاگر قرار دهیم 


2
  برای زیر رامعادله ویژه مقداری  آنگاه

 میلتونی می توان نوشت ااین ه
 
(١٤) 

 با تعریف ثابت های بدون
 به صورت  و m،بعد
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 پس از یک محاسبه معمولي داریم:

)34)

 
اگر قرار دهيم                آنگاه معادله ویژه مقداری زیر را برای این هاميلتونی می توان نوشت: 

 
)35)

با تعریف ثابت های بدون بعد ′ν ،m و ε به صورت 

         )36)

معادله ویژه مقداری بدون بعد خواهد شد: 
                                                                                                                )37)

 
این معادله دقيقا معادله ویژه مقداری پتانس��يل مانينگ – روزن1 ]8،7[ می باشد. ویژه مقادیر برای این 

پتانسيل عبارتند از: 
     )38)

                                                    
بنابراین: 

                                              )39)
 

En ویژه مقادیر انرژی هاميلتونی تغيير یافته (34( می باش��د. اگر تعریفی كه برای D در نظر گرفتيم را 

دوب��اره در (29( جایگذاری كنيم، درحدی كه γ به س��مت صفر مي��ل می كند دوباره به ویژه مقادیر 
انرژی پتانسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدي خواهيم رسيد.

1 maning-rosen

(١١) 
 

تبدیل  uبه صورت زیر به  ٬x ̂برای رسیدن به عبارت فوق برای
 شده است     

(١٨          )            
ux

x







 (1)                            

1(1)              و                         
 uex 
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A را طور دیگری انتخاب می كنيم: ،B ،D ب( ثابت های
   ,                      ,    D=1                                                                                       )40)

 هاميلتونی (30( با این انتخاب با رابطه زیر داده می شود:    
    

                                                     )41)

جمله                         پتانس��يل مورس تعميم یافته ناميده می ش��ود. معادله ویژه مقداری این پتانس��يل را 
می توان پس از بدون بعدسازی با یک تبدیل مناسب به یک معادله ابرهندسی تبدیل كرد و سپس با 

حل این معادله ویژه مقادیر و ویژه توابع را بدست می آورد ]9[.
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كه           ویژه مقادیر انرژی هاميلتونی (41( می باشند. دوباره مشاهده می كنيم كه در حد γ→0  به ویژه 
A پتانس��يل  ،B ،D مقادیر انرژی اتم هيدروژن گونه می رس��يم. پس با این انتخاب جدید از ثابت های

مورس تعميم یافته تعبير دیگری به عنوان پتانسيل اتم هيدروژن گونه كمينه تكانه پيدا می كند.
 

٧. نوسانگر هماهنگ سه بعدی 
برای حل مسئله نوسانگر سه بعدی به صورتی كه بر پایه جبر كمينه تكانه (9( باشد، تنها كافی است كه  

عملگر       را به صورت زیر تغيير دهيم: 
                     )43)
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17شهرزاد طلاکش، مسلم زارعی، بهروز میرزا

ضریب ثابت بسيار كوچک است. بنابراین می توان گفت كه مساله نوسانگر كمينه تكانه همان مساله 
نوس��انگر عادی اس��ت كه یک جمله اختلالی به آن اضافه شده است. پس می توان مساله را به روش 

اختلالی حل نمود و جابجایی انرژی را به صورت En,l+Δn,l در نظر گرفت كه Δn,l به صورت:

)45)

به دست می آید. برای محاسبه جمله اول با استفاده از                                                    داریم:

      )46)

در رابطه بالا                                      انرژی نوسانگر سه بعدي است و ویژه توابع نوسانگر هماهنگ 
سه بعدي به صورت: 

 )47)

می باش��د كه در آن                       و               چندجمله ای لژاندر می باش��د. مقادیر چشمداش��تی r2  را 
  r2 متناسب با V)r( می توان با اس��تفاده از قضيه ویریال به دس��ت آورد. با فرض اینكه پتانسيل كروی

است، با استفاده از این قضيه داریم: 

)48)

برای به دست آوردن مقدار چشمداشتیr4 كه در رابطه (46( ظاهر شده است، یعنی  پس از جایگذاری 
ویژه توابع (47( و انتگرال گيری روی قسمت زاویه ای، قرار می دهيم χ=(λr)2  آنگاه انتگرال فضایی با 

استفاده از رابطه تعامد توابع لژاندر 

)49)

به راحتی قابل محاسبه می باشد. در نهایت (46( به صورت زیر محاسبه می شود.

)50)

برای محاسبه جمله دوم رابطه (46( باید از قسمت شعاعی ویژه توابع ψn,l,m نسبت به r مشتق گرفت. 
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 . پس با این انتخاب جدید از ثابرت هرای هیدروژن گونه می رسیم
D،B،A   دیگرری بره عنروان  تعبیررپتانسیل مورس تعمریم یافتره

 پتانسیل اتم هیدروژن گونه کمینه تکانه پیدا می کند .
  

 نوسانگرهماهنگ سه بعدی . ٧
ه جبر له نوسانگر سه بعدی به صورتی که بر پایبرای حل مسئ

را به صورت  pتنها کافی است که  عملگر ٬( باشد٩کمینه تکانه )
 زیر تغییر دهیم 
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هامیلتونی به دو  ٬میلتونی نوسانگربا اعمال این تبدیل بر ها
 تبدیل می شود1Hو  0H ءجز
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 0H  در مکانیک کوانتومی عادی می هامیلتونی نوسانگر هماهنگ
. یک ضریب ثابت بسیار کوچک است γ بایدتوجه داشت که باشد.

کمینه تکانه همان  بنابراین می توان گفت که مساله نوسانگر
ن اضافه شده آله اختلالی به عادی است که یک جممساله نوسانگر

 وجابجایی نمودبه روش اختلالی حل مساله را است. پس می توان
lnlnEصورت به انرژی را ,, گرفت که نظر در  ln,به صورت 
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می باشد که در آن  
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فاده از قضیه ویریرال بره را می توان با است  r 2چشمداشتی مقادیر
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به صورت زیر  (٨٨هایت )می باشد. درنراحتی قابل محاسبه به  
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گرانش بر مکانیک کوانتومی از طریق   IRبررسی اثرات                            
                   ............................................................              

٨١ 
 
 دروژناتم هي. ٨

هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.

(٤٤)                          
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٨١ 
 
 دروژناتم هي. ٨

هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم

(٤٨)                                                 
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.

(٤٤)                          
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٨١ 
 
 دروژناتم هي. ٨

هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم

(٤٨)                                                 
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.



19شهرزاد طلاکش، مسلم زارعی، بهروز میرزا

می دهد كه بتوانيم روی انحراف های بسيار كوچک حد بگذاریم. در اینجا طيف با جمله ای متناسب 
با Δp0 تصحيح ش��ده اس��ت. با در نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گيری شده برای دو تراز مختلف 

می توان روی Δp0 یا γ حد گذاشت. مسلماً انتظار داریم این حد بسيار كوچک باشد.

٩. اثر آهارونوف- بوهم
]10[ نش��ان دهنده اثرات فيزیكی بر روی ذرات بارداری اس��ت كه مقيد  )AB( اثرآهارون��وف-  بوهم
به حركت در ناحيه ای بدون ميدان الكترومغناطيس��ی هس��تند. در الكترودیناميک كلاس��يک نيروی 
لورنتس تنها عامل موثر بر ذره باردار اس��ت. این عمل به صورت یک كنش موضعی از طریق ميدان 
الكترومغناطيسی صورت می گيرد. مفهوم پتانس��يل نيز تنها برای ساده كردن وارد می شود. برای یک 
ميدان واحد می توان پتانس��يل های متفاوتی در نظر گرفت كه همگی به نتایج فيزیكی یكسانی منتهی 
می شوند. اما در مكانيک كوانتومی در معادله شرودینگر تنها پتانسيل الكترومغناطيسی                           به 
طور صریح وارد می شود. بنا بر پيشنهاد آهارونوف- بوهم اهميت پتانسيل در مكانيک كوانتومی بسيار 
بيشتر از مكانيک كلاسيک است و به عبارت دیگر پتانسيل كميتی بنيادی در مكانيک كوانتومی است.

هاميلتونی در حضور ميدان الكترومغناطيسی به شكل زیر نوشته می شود:
               )57)

معادلات الكترومغناطيسی تحت تبدیل
                         )58)

ناوردا می باشد. معادله شرودینگر در حضور پتانسيل        عبارت است از:

 )59)
در معادله فوق با به كار بردن تبدیل

)60)
  

دوباره به معادله ش��رودینگر در حضور پتانس��يل       می رس��يم. تبدیلات (58( و (60( را كه معادله 
ش��روینگرتحت آنها ناورداس��ت، تبدیلات پيمانه ای مي نامند. تمام مشاهده پذیرهای فيزیكی تحت 
این تبدیلات تغييرناپذیرند. بنا به نظر آهارونوف و بوهم با اینكه مكانيک كوانتومی تحت تبدیلات 
پيمانه ای تغييرناپذیر است اما پتانسيل         دارای اهميت فيزیكی است. اگر ψ جواب معادله شرودینگر 
در یک ناحيه بدون ميدان باشد و پتانسيل الكتریكي را صفر در نظر بگيریم )ø=0(، بنابراین جواب این 

معادله در حضور ميدان به صورت
                                                            )61)

تغيير می یابد.

(٤٤)                          
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٨١ 
 
 دروژناتم هي. ٨

هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم

(٤٨)                                                 
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.

غناطیسی به شكل زیر نوشته می یلتونی در حضور میدان الكترومهام
 شود:
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عبارت  'Aاشد. معادله شرودینگر در حضور پتانسیل ناوردا می ب
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 در معادله فوق با به كار بردن تبدیل
(٨١)                                          
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سیل  ضور پتان شرودینگر در ح له  به معاد باره  سیم.  'Aدو می ر
ت آنهرا ناورداسرت، تح( را كه معادله شروینگر٨١( و )٤٤) تبدیلات

. تمام مشاهده پذیرهای فیزیكی تحت ای مي نامندتبدیلات پیمانه 
با  بوهم  هارونوف و  ظر آ به ن ند. بنا بدیلات تغییرناپذیر ین ت ا
 اینكه مكانیك كوانتومی تحت تبدیلات پیمانه ای تغییرناپذیر است

سیل  ما پتان گر Aا ست. ا كی ا یت فیزی له  دارای اهم جواب معاد
یدان باشد بدون م یه  یك ناح كي شرودینگر در  سیل الكتری وپتان

(0) راصفر درنظر بگیریم ، جواب ایرن معادلره درحضرور  بنابراین
 میدان به صورت

(٨٨)                                          
 iS exp'  

 تغییر می یابد.
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S  نقطه ثابت  ی است كه ازانتگرال خطیكA  نقطهتاB  گرفتره شرده
(exp)است. آهارونوف و بوهم تاكید كردند كه عامل فاز  iS  می تواند

غناطیسی به شكل زیر نوشته می یلتونی در حضور میدان الكترومهام
 شود:
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  'AA 

عبارت  'Aاشد. معادله شرودینگر در حضور پتانسیل ناوردا می ب
 است از
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 در معادله فوق با به كار بردن تبدیل
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سیل  ضور پتان شرودینگر در ح له  به معاد باره  سیم.  'Aدو می ر
ت آنهرا ناورداسرت، تح( را كه معادله شروینگر٨١( و )٤٤) تبدیلات

. تمام مشاهده پذیرهای فیزیكی تحت ای مي نامندتبدیلات پیمانه 
با  بوهم  هارونوف و  ظر آ به ن ند. بنا بدیلات تغییرناپذیر ین ت ا
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)62)

S یک انتگرال خطی است كه از نقطه ثابت A تا نقطه B گرفته شده است. آهارونوف و بوهم تاكيد 
كردند كه عامل فاز )exp)-is می تواند به نتایج فيزیكی منجر شود. در شكل زیر آزمایش پيشنهادی 
آنها دیده می شود. یک باریكه الكترون به دو قسمت تجزیه شده و هر كدام از باریكه ها از یک طرف 

سيملوله حامل ميدان مغناطيسی عبور می كند و سپس در نقطه B به هم می رسند. شكل (9-1(.
  

 

 
اگر در عدم حضور ميدان          و          توابع موج برای مسير بالایی و پایينی باشند در حضور ميدان 

توابع موج در نقطه B به صورت                 و                 بيان می شوند. فازهای SI و SII عبارتند از:
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پرتو در نقطه P تابع موج برابر مجموع ψI و ψII است.
                                     )64)

احتمال حضور الكترون در نقطه B عبارت است از:
)65)

این نتيجه به اختلاف فاز SI-SII بستگی دارد.
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شاری است كه از سطح مقطع استوانه عبور می  در این رابطه 
 كند.

 ] ٨٨[بوهم باجبر كمینه تكانه -هارونوفآدر اینجا به حل مسئله 
 دازیم.پرمي 
 بوهم كمينه تكانه -اثر آهارونوف. 1١

له قبرل تبردیلات ومسئدمشابه با ABله برای كمینه تكانه كردن مسئ
به صورت یرك  را دیدی اعمال می كنیم و مسئله جهامیلتون( رابر٨١)
ا اعمال این . ب] ٨5,٨1,٨١,٨٢[كنیمله مكانیك كوانتومی عادی حل میسئم

 شرودینگر داریمتبدیلات برای معادله 
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 :درنظرمی گیریمبه صورت زیرتبدیل پیمانه ای 
(٨٤)                                            

  ie'
  

جواب معادله شرودینگر كمینه تكانه در یك ناحیه  فرض می كنیم 
د. جواب این معادله در حضور میدان باش 'بدون میدان و 

بنابراین مشابه با عملیات انجام شده در قسمت قبل برای حذف 
 را به صورت زیر انتخاب می کنیم. ٬اناثر مید
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معادله به دست آمده به راحتی  پس از بسط مخرج تا مرتبه اول 
                                             قابل حل است.
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 فازی به صورت زیر نتیجه می دهد. ،كه برای یك مسیر بسته
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21شهرزاد طلاکش، مسلم زارعی، بهروز میرزا

در این رابطه Φ شاری است كه از سطح مقطع استوانه عبور می كند.
در اینجا به حل مسئله آهارونوف-بوهم با جبر كمينه تكانه ]11[ مي پردازیم.

1٠. اثر آهارونوف- بوهم کمينه تكانه
برای كمينه تكانه كردن مسئله AB مشابه با دو مسئله قبل تبدیلات (43( را بر هاميلتونی اعمال می كنيم 
و مس��ئله جدید را به صورت یک مس��ئله مكانيک كوانتومی عادی حل می كنيم ]15،14،13،12[. با 

اعمال این تبدیلات برای معادله شرودینگر داریم:

)67)

تبدیل پيمانه ای به صورت زیر در نظر می گيریم:
                                                            )68)

فرض می كنيم ψ جواب معادله ش��رودینگر كمينه تكانه در یک ناحيه بدون ميدان و ′ψ جواب این 
معادله در حضور ميدان باش��د. بنابراین مش��ابه با عمليات انجام ش��ده در قسمت قبل برای حذف اثر 

ميدان، Λ را به صورت زیر انتخاب می كنيم.
)69)

                                              
پس از بسط مخرج تا مرتبه اول γ معادله به دست آمده به راحتی قابل حل است.                                                                                                

)70)

                                        
كه برای یک مسير بسته، فازی به صورت زیر نتيجه می دهد.

)71)

همانطور كه مش��اهده می ش��ود، فاز AB یک تصحيح از مرتبه γ پيدا می كند. برای محاس��به قسمت 
تصحيحی فرض می كنيم      برداری كه عمود بر صفحه و در جهت محور z می باشد. شعاع سيملوله 
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است
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 كنیم. سیملوله حساب می
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
 
 

گرانش بر مکانیرک کوانترومی از طریرق   IRرات بررسی اث                         
                                ............................................................ 

٨1 
 



بررسی اثرات IR گرانش بر مکانیک کوانتومی از طریق عدم قطعیت کمینه در تکانه 22

داریم. در ناحيه خارج از سيملوله ميدان صفر است اما پتانسيل برداری غير صفر و به صورت زیر است:

)73)
                       

انتگرال سطحی ظاهر شده در (71( را برای دو ناحيه بيرون و داخل سيملوله حساب می كنيم.

)74)

كه Sout و Sin نشان دهنده سطح خارجي و داخلي سيملوله مي باشند.
با استفاده از (72( و (73( در انتگرالهای به دست آمده داریم:

)75)
 

بنابراین

)76)
                                           

اگر شعاع سيملوله را بسيار كوچک فرض كنيم می توان از انتگرال آخر چشم پوشی كرد.
)77)

                                                      
S مس��احت كل ناحيه ای است كه توسط مسير بسته جاروب می ش��ود. بنابراین ممكن است بتوان با 

ترتيب دادنآزمایشي كه الكترونها روي مسير بزرگي حركت كنند، رابطه (77( را تحقيق كرد.
در تصحيح تا مرتبه اول، فاز به مس��ير و س��طحی كه جاروب می كند وابسته می شود. به همين علت 
خاصيت توپولوژیكی اثر آهارونوف- بوهم از بين می رود. بررس��ی اثر AB در فضای ناجابجایی نيز 
به نتيجه ای مش��ابه منجر شده اس��ت ]11[. می توان با استفاده از نتایج آزمایش های انجام شده بر روی 
این اثر، حدی روی پارامتر كمينه تكانه γ پيدا كرد. همچنين می توان پتانسيل برداری را به صورتهای 
دیگری نيز وارد معادله ش��رودینگر (67( نمود كه تفاوت آنها، در به وجود آمدن نيروهای لورنتس 
متفاوت وابسته به پارامتر γ است. در حد γ به سمت صفر تمام آنها به یک مقدار ميل می كنند. وابسته 
شدن فاز در اثر آهارونوف- بوهم به سطح جاروب شده توسط ذره بسيار جالب توجه است و امكان 

آشكارسازی چنين اثراتی با انتخاب سطوح بسيار بزرگ دور از ذهن نيست.

پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
(٧٢)                                           
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است
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( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می
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outinكه  SوS داخلي سیملوله مي باشند. خارجي و نشاندهنده سطح 
 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
(٧٤)                                         
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است

(٧١)                                                 

(0,,)
2 22

2

xy
yx

aBAout 





 

( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می
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outinكه  SوS داخلي سیملوله مي باشند. خارجي و نشاندهنده سطح 
 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
 
 

گرانش بر مکانیرک کوانترومی از طریرق   IRرات بررسی اث                         
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
(٧٢)                                           
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است

(٧١)                                                 

(0,,)
2 22

2

xy
yx

aBAout 





 

( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می

(٧٨ )                                        
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outinكه  SوS داخلي سیملوله مي باشند. خارجي و نشاندهنده سطح 
 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
 
 

گرانش بر مکانیرک کوانترومی از طریرق   IRرات بررسی اث                         
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
(٧٢)                                           
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است
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( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می

(٧٨ )                                        
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outinكه  SوS داخلي سیملوله مي باشند. خارجي و نشاندهنده سطح 
 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
 
 

گرانش بر مکانیرک کوانترومی از طریرق   IRرات بررسی اث                         
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی

 پتانسیل برداری
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داریم. در ناحیه خارج از سیملوله میدان صفر است اما پتانسیل 
 برداری غیرصفر و به صورت زیر است
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( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می
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outinكه  SوS داخلي سیملوله مي باشند. خارجي و نشاندهنده سطح 
 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
فرض صحیحی  سمت ت سبه ق برای محا ند.  نیم        ك كه  n̂می ك برداری

 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی
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 برداری غیرصفر و به صورت زیر است
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( را برای دو ناحیه بیرون و داخل ٧٨تگرال سطحی ظاهر شده در )ان
 كنیم. سیملوله حساب می
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 الهای به دست آمده داریم( در انتگر٧١( و )٧٢ا استفاده از )ب
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اگر شعاع سیملوله را بسیار كوچك فرض كنیم می توان از انتگرال 
 آخر چشمپوشی كرد.
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
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نتيجه گيري
در این مقاله چند مس��ئله حل پذی��ر در مكانيک كوانتومي با اس��تفاده از روابط جبر جابجایي تعميم 
یافته (9( و (12( مورد بررس��ي قرار گرفت و ارتباطات جالبي بين پتانسيل هاي حل پذیر بدست آمد. 
از جمله ارتباط بين پتانس��يل نوسانگر هماهنگ یک بعدی و پتانسيل مورس و ارتباط بين پتانسيل اتم 
هيدروژن گونه یک بعدی با پتانس��يل مانينگ- روزن سپس به بررسي اثرآهارانوف- بوهم پرداختيم 

ونتایج جدیدي را براي اختلاف فاز موجود در این نظریه با فرض كمينه تكانه بدست آوردیم.
همانط��ور كه انتظار مي رفت در این حالت خاصيت ناوردای��ي توپولوژیكي فاز از بين مي رود. یک 
مسئله جالب دیگر تعميم و محاسبه فاز آهارونوف كاشر با فرض كمينه تكانه مي باشد كه در كارهاي 

بعدي به آن خواهيم پرداخت.
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