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Abstract 
Strong experimental evidences and scaling analysis have shown that 
tumors growth belongs to the molecular beam epitaxy (MBE) 
universality class. This type of growth is described by three 
characteristics: 1) linear growth rate 2) the constraint of cell 
proliferation to the tumor border 3) surface diffusion of cells at the 
growing edge. All of these features have been experimentally seen. 
Stochastic partial differential equations with correct geometrical 
symmetries are reproduced some of the fundamental mechanisms of 
the tumor growth as a statistical approach. In the present article we 
presented a more general model in (1+1) dimensions by addin 1 r  
term to the deterministic term .By solving this equation, we 
understand that with this approximation tumor reaches faster to 
radially symmetric solution and its growth will become more 
favorable. 
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rate, Stochastic partial differential equations, Surface diffusion of 
cells. 
  

                                                      
1 M.Sc. Student, Department of Physics, Alzahra University 
2 Associate Professor of Physics, Alzahra University 



مجلة فیزیک کاربردی دانشگاه الزهرا )س(
شمارة 2، پاییز و زمستان 1391

 

 
 
 
 

 ( بعد1+1در ) های تصادفی برای رشد تومور مدل
 

 1مهشید طهرانی مقدم
 2کیا پونه  سعادت

 3امیر علی مسعودی

 
 31/7/13: تاریخ دریافت
 1/33/13: تاریخ تصویب

 
 هچكید

واهد آزمایشگاهی قوی و آنالیز مقیاس بندی نشاا  داد  اتات  ا     ش
این ناو  رشاد   هستند. MBE 4  رشد تومورها متعلق ب   لاس جهانی

( 2ی ناا ر رشااد   اا  ( 3شااود: وتااس تاا  ویتواای تو اای  ماای ت
هاا   ( انتشار ت حی تالول 1تومور  محدودیت تکثی  تلول در حاشیۀ

 اور  تر بای نیاز      با  در لبۀ در حال رشد. تماامی ایان حالات هاا    
جزئی تصادفی ب ای تومورهای  اند. معادلا  دیف انسیل اهد  شد مش
 ا    اناد شد  تومور مع فی  حیح هندتۀقار  های ( بعدی، با ت3+3)
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هاای اتاتای رشاد    و ار تازعنوا  یک رهیافت آماری بعضی از   ب
1ۀحاض  با اضاف    د  جمل مور را بازتولید  نند. در مقالۀتو r    با

تا ی از رشاد    ( بعادی، مادل  لای   3+3در حالات )  ۀمشخص جملۀ
یاابی  باا وجاود ایان     آیاد  ا  باا حال آ  در مای     دتت مای   ب تومور

رتاد و رشاد    مای  ومور زودت  ب  حالات متقاار  شاعاعی   تق یب، ت
 ت   واهد شد. م لوب

 
معادلا  ، MBE  لاس جهانی رشد تومورها، های کلیدی: واژه

 ها انتشار ت حی تلول، ن ر رشد   ی ،جزئی تصادفی دیف انسیل

 
 مقدمه -1

ف ا تاالی   اتتفاد  از بعضی ابزارهای هندتاۀ د    با نهای زیادی وجود دار در طبیعت تیست 
جزئای   هاا توتاس معاادلا  دیف انسایل       د  آ  بندی و همچنین با مدل مثل آنالیز مقیاس

رشاد   .اتات . یکای از ایان ماوارد، رشاد توماور      [6-1شوند] وبی تو ی  می  تصادفی، ب
هاای رشاد تصاادفی     تیسات   ن موضوعا  مورد م الع  در زمینۀت ی تومورها یکی از جالب

دقیق و های های آ  در عل  پزشکی، تحقیقا  و آزمایش  اط  ف اوانی  ارب د  اتت    ب
 مرموعاۀ آزماایش هاای   از جملا    ها انرام شد  و در حال انراام اتات؛  مهمی روی رشد آن

 های مقیااس بنادی  رو ها توتس های تلول. این نمون تر بی دقیق روی تومورها و  ولنی
  MBE ند. از این ط یق مشخص شد    رشد تومورها متعلق با   الاس جهاانی     اآنالیز شد

عنوا  یک مکانیزم م لوب ب ای رشاد بهتا      انتشار ت حی ب ینامیکد ایندر . [5و2]هستند
 [.2] تومور شنا ت  شد  اتت

  ور  زی  اتت:  ب  MBEدینامیک معادلۀ پیوتتۀ تو ی   نندۀ
(3)                                                                                 4 ( , )th K h F X t      

 

   h ،ارتفا  م زK انتشار ت حی و ض یب( , )X t و ووتی با میانگین  اف   یک نوفۀF 
 ااااااور    باااااا نیااااااز همبسااااااتگی ؛اتاااااات هااااااا ناااااا ر تقساااااای  تاااااالول  

( , ) ( , ) ( ) ( )X t X t D X X t t           [.5-31]تع ی  می شود 
 

 محاسباتجزئیات  -2
 رشد یک ت ح ریمانی عمومی ب  ف م زی  اتت: معادلۀ
(2)                                                                     ˆ( , ) ( , ) [ ( , )] ( , )t r s t n s t r s t s t     
1 اا  

1( , ) { ( , )}dr s t r s t 

  باا دار تاا حd+1  بعاادی اتاات  اا  تاا ح

1{ }i d
is s   را جاااروب

 rت ح در مکاا    ب دار عمود ب  n̂ ند. در این معادل   ند و در فضای پارامت  تغیی  می می
شاود و  مای  n ت    باعث رشد در جهت با دار عماود  ات رشد معینی تازو ارنیز  اتت، 

 قسامت مشخصاۀ   ،شاود. در ایان حالات   تا ح وارد مای   ب اتت     ی تصادفیینی و نیز 
)[. پا  اوا   5و6]نشا  می دهاد  ها را  تلول    انتشار باشد ایباید شامل جمل  معادل  , )r s t 
ت دیناامیکی با ای   رشاد  لای در حالا    یک معادلاۀ  توا م ز در حال رشد باشد، می ۀمعادل

)   از یک پتانسیل متغی  وابست  ب   تحول م ز نوشت , )r s t  :مشتق شد  باشد 
(1)                                                                           1 [ ( , )]( , )

( , )( )t
r s tr s t
r s tg s




   

  تاوا  ایان وابساتگی را با    بساتگی دارد و مای   H ما ز   این پتانسیل ب  انحناای میاانگین   
 بیا    د:  ور  بسس یک ت ی توا 

(4)                                                                                
0 0

N N
d i

i i
i i

d s g K H 
 

   

دینامیکی را  ا   در حالت تعینی رشد  تازو ار م بوط ب  توا  جملۀمی 1 لی  از معادلۀ
  :های مختلفی از انحنای میانگین م ز اتت، اتتخ اج   د شامل توا 

(5   )                                           1 1 1 2

1

1 ˆ . ( )
d

i i ii
i i BL j

j
n K H i H iH

rg
 


  



        

   
jهای اتاتای ما ز را   انحنا و مقادی  مات ی  ض ایب دومین ف م اتاتی هستندویت   ها

 . [5]  نندبیا  می
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را در حالت  5 تا م تبۀ دوم بسس معادلۀ، جملا  ناعلاجب ای تو ی  رشد یک تومور 
               :   هستند چنینق بی  مختصا  متناظ  درجملا   نی . عدی اتتخ اج می( ب3+3)

(6)                                   2 4

0 1 22 2 4 4

1 1( 1) , ( 1) 0, ( 1)r rd d d
r r 

 
         

 
 

چو  تغیی ا  تیز در م ز تومور وجود ندارد، نگ  داشاتن جمالا    ای یاک تق یاب      
ک  ف    ای و ما تبس   را نزدی rمعتب   واهد بود. بناب این درعبارا  بالا مشتقا  مختل  

 [.5و6]  نی  میت ین جملا  را حفظ 

را دارد در  r   مشتق چهاارم   2 ورد تومورهای ناعلاج، تنها جملۀدر مرتد نظ  می  ب
 اواهی   ( بعاد با ای دینامیاک ما ز تومور    3+3در )بنااب این  شود. دینامیک تومور ظاه  می

 :داشت
(7)                                                                            4

4 4

1 ( , ),r K r F t
t r r

 


  
  

 
  

تواناد  حاا   با  رشاد تومورهاا مای      MBEمشخص شد    دینامیک  هایی طی آزمایش
هاا در  ت وفیال وتیسات  ایمنای، تعاداد ن    تحت ش ای ی تغیی   ند. باا تح یاک و با انگیختن   

دینامیاک جدیادی    شاد  ت وفیل ها مانع انتشار ت حی تلول وشود. ناط اف تومور زیاد می
 [. 1و4] شودکوبی میشود و م ز تومور میخنتیر  می QEW3  تازوار با  لاس

  ور  زی  اتت:  ب، دینامیک این  نندۀ معادلۀ تو ی 
(1                      )                                                             2 ( , )th K h F X h                                                                     
   ( , )X h  با همبستگی زی یک ا تلال ف ونشاند  شد  )ت د شد ( با میانگین  ف  اتت: 
(31   )                                                    ( , ) ( , ) ( ) ( )X h X h D X X h h          

    [.4-5 و 31] دهدنشا  میماهیت ا تلال ف ونشاند  شد  را 

یعنای در  شاد  ا اتلال اتات.     Dاتات،  ا     D مستقل از K2 و K0~D نی  ف ض می
  در ا تلال ضاعی  چاو  ا اتلال با     و اتت K0ت ین و م تبس ت ین جمل   ا تلال بالا، مه 
 [.5]  واهد شدبا اهمیت  K2 جملۀ ند دمایی رفتار می  ور  یک نوفۀ

                                                 
1 Quenched Edward-Wilkinson 
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( بعادی  3+3 لی ت ی از رشد تومور در تیسات  ) توانی  مدل با اتتفاد  از این حقایق می
 ارائ  دهی :

(33   )                                                         2 4
0 2
2 2 4 4

1 ( , ),K Kr r r F r
t r r r

 
 

  
   

  
  

 :بناب این. می  نی را ب رتی  33 معادلۀ مشخص در اینرا فقس جملا  
(32  )                                                                             2 4

0 2
2 2 4 4

K Kr r r F
t r r 
  

  
  

          
توا  یاک   نی  تومور در حالت اولی  از نظ  شعاعی متقار  اتت، در نتیر  میف ض می

 ور    حل متقار  شعاعی ب
0( )r t Ft R   .او ب ای آ  در نظ  و فت   یک ا اتلال و

توا  پایساتگی   ای ایان حال را باا      می ،شودآشفتگی  وچک باشد    ب  تیست  وارد می
)جایگزینی  , ) ( ) ( , )r t r t t    دتات آماد  با ای     با  معادلاۀ . بالا نشاا  داد  در معادلۀ 

 اتت: چنین
(31                )                                               2 4

0 2
2 2 4 4

0 0( ) ( )
K K

t Ft R Ft R
  

 
  

 
    

 

ۀ اااور  تااا ی فوریااا  را بااا تاااوا  آ دارد، مااای 2تنااااوب  در چاااو  تاااابع
( , ) ( ) in

n
n

t t e   




   .نند:زی  تبعیت میری  از راب ۀ مدهای فودر نتیر    بیا    د  

(34                 )                                               2 4
0 2

2 4
0 0

,
( ) ( )

n
n

d K n K n
dt Ft R Ft R
 

 
     

 

    با حل آ  داری :

 (35)                                               
4

2
3 3

0 0

2
0

0 0

1 1( ) (0)exp
3 ( ) ( )

1 1

n n
K nt

F R Ft R

K n
F R Ft R

 
  

     
 

      

 

0nدهد    تمام مدهای فوری  بالا نشا  می معادلۀ   0این حل ب ایt  طاور   ای     ب
0n دپایا هستند. مُ  زی ا با  معنای ا اتلالا  همگان در متغیا         اهمیت اتت ،  .اتات 

 یاافتن ت تیب  ا  با ای   دتت آوری . بدین   رشد تومور بت ی از  واهی  مدل  لیحالا می
را نزدیاک  اف     rو مشتقا  مختلا    ری فقس جملا    ی را نگ  دا  6راب ۀ های توزیع

   .نی   ی  
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یکاای از ایاان جماالا  
0 ( 1)d  دتاات آورد  آ  بایااد در جملااۀ باا ای باا  اا  اتاات  

i، 0i مشخصۀ  1وd   عبار  زی  اتت: ،ق ار داد    حا لرا 
(36 )                                                                                                  

0 ( 1)d H                                                                                    
2 ااور   باا H( بعااد، 3+3در حالاات ) 2 2

2 2 3 2

2( )
[ ( ) ]

r r r rH
r r

 



    


 
در نتیراا   ؛باشاادماای 

  واهی  داشت:
(31                       )                                                2 2 2

0 2 2 3 2

2( )( 1)
[ ( ) ]

r r r rd
r r

 



    
  

 
                                                   

2دتات آورد    در حالت قبال با ای با   

0 2 2

1( 1) rd
r 


  


در  اور  و   r از جملاۀ  

 و جملاۀ  را حافف  rجمل  حالا فقس  .در  ور    فنظ  شد  بود 2r مخ ج و از جملۀ
2r   واهی  داشت:بناب این داری . میرا نگ  

(21        )                                                                           2

0 2 2

1 1( 1) rd
r r 


    


                                                            

توانی  مادل  لای   میدر نتیر   .اتت D مستقل از K2و  K0~D نی     دوبار  ف ض می
 ارائ  دهی : ب   ور  زی  ( بعد3+3ت ی از رشد در )

(23    )                                             2 4
0 0 2

2 2 4 4

1 ( , ),K K Kr r r F r
t r r r r

 
 

  
     

  
 

نوفا  را از ایان معادلا  حافف      جملاۀ م باوط با     23 معادلاۀ  مشخص  ب ای ب رتی جملۀ
 :؛ آنگا  نی  می

(22    )                                                                2 4
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 تاااوا بااا  تیسااات  اعماااال  نااای ، مااای    اوااا  یاااک ا اااتلال  وچاااک    حاااال
0( ) ( , )r t Ft R t     را ب  دتت آوردعبار  زی   و جایگفاری   د را در معادل: 
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از تمام جملا  تمت راتت معادلاۀ باالا با      را یک ا تلال  وچک اتت، آ  چو  
 :ق ار می دهی اول  جملۀجای   باول حفف و بسس زی  را  غی  از جملۀ
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  داری  (21) یدر معادل: 
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 آیند:دتت می  مدهای فوری  ب ای ا تلال اعمال شد  ب بدین ت تیب 
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  واهی  داشت: معادل با حل این 
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0nد جز مُ  بواضح اتت          ،ا اتلال در طاول زماا   ااهش        بای اهمیات اتات

دتات آورد  تاابع همبساتگی دو نق ا  ای، ا اتلال را در عباار  زیا           با ای با    .یاباد  می
  نی :جایگفاری می
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ای راتاابع همبساتگی دو نق ا    او  
, ( ) ( ) ( )n m n mC t t t   گیا ی ، طباق عباار  باالا     ب
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 :شود چنین میحل دقیق این معادل   و
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جایگفاریبا 
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 آیند:دتت می  مدهای فوری  ب ای ا تلال اعمال شد  ب بدین ت تیب 
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  واهی  داشت: معادل با حل این 
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0nد جز مُ  بواضح اتت          ،ا اتلال در طاول زماا   ااهش        بای اهمیات اتات

دتات آورد  تاابع همبساتگی دو نق ا  ای، ا اتلال را در عباار  زیا           با ای با    .یاباد  می
  نی :جایگفاری می
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ای راتاابع همبساتگی دو نق ا    او  
, ( ) ( ) ( )n m n mC t t t   گیا ی ، طباق عباار  باالا     ب
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 :شود چنین میحل دقیق این معادل   و
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50 / مدل های تصادفی برای رشد تومور در )1+1( بعد

 

 ا  بادو  اضااف      35 در معادلاۀ ای ا اتلال  تاابع همبساتگی دو نق ا     محاتبۀحال ب ای 
1   د  جملۀ r  0ب ( 1)d  واهی  داشت:   دتت آمد ، ب  
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 گیری نتیجه -3

رتاد   تقار  شعاعی مای زودت  ب  حالت  27 یابی     راب ۀدرمی 27و  35معادلا   با مقایسۀ
و انتشار ت حی    مسئول بازتوزیع چگالی تلولی بعد از شکست ف م متقار  آ  اتت، در 

 .وی دمی این حالت ت یعت  انرام
جمالا    ای در   رتاد، نگا  داشاتن بقیاۀ      نظ  میب

2 ( 1)d      هماین نتیرا  را با  ماا ،
4  ی    ب  ، ه  جملۀعبار  دیگ   دهد. ب می

2 4 4

1( 1) rd
r 


   


بعاد از   می شاود اضاف   

حافف جمالا     .رتاندمی R(t) زودت  ب  ف م شعاعی متقار  اولیۀ  عمال ا تلال، تیست  رااِ
در م ز تومور وجاود   غی    ی ب  این دلیل اتت    چو  از ابتدا ف ض   دی  تغیی ا  تیز

 ندارد، پ  فقس نگ  داشتن جملا    ی در مسأل  یک تق یب معتب   واهد بود.
شاوی   ا  اولاد در ها  دو معادلا  باا      متوجا  مای   13 و 11معاادلا    دقت دربا همچنین 

متفاو  روی م ز  ( همبستگی ا تلال در دو نق ۀt( و زما  ) mو  nافزایش مدهای فوری  )
عباار  دیگا ، اثا       افتاد. با  این  اهش ت یعت  اتفاق می 11 ثانیاد در معادلۀ یابد. اهش می

 در این حالت بیشت  اتت.  ا تلال
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