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Abstract 

The entanglement of the helium and helium-like atoms has been studied. The 
calculations are performed considering the radial wave function as a linear 
combination of exponential functions and making use of Von Neumann 
entropy, Linear entropy, and reduced density matrix. The coefficients and 
powers of the wave function were calculated using the variational method and 
the energy and entanglement are obtained considering the optimized wave 
function. The results show that the entanglement tends to increase with 
increasing energy. The results also show that with increasing atomic number 
(in helium-like atoms), the electron-electron interaction becomes weaker and 
as a result, the entanglement decreases. 
Keywords: Entanglement Ground State, Helium Atom, Helium-like Atoms, 
Variational Method. 
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 چکیده
.  شده است بررسی  گونههلیوم های و برخی اتم هلیوماتم  ۀتنیدگی حالت پایدر این مقاله، درهم

و استفاده از    صورت ترکیب خطی از توابع نمایی تابع موج شعاعی بهنظر گرفتن    در  محاسبات با

نیومنف آنتروپی   کا  و   ون  چگالی  ماتریس  و  خطی  است  تهسآنتروپی  شده  و    .انجام  ضرایب 

را تنیدگی  ژی و درهمو انرکرده  روش وردشی محاسبه    با استفاده ازرا    های این تابع موجتوان

به بهینه  موج  تابع  به  توجه  آ   با  ن.  ایموردهدست  است که درهم آ  ۀدهندانشنتایج  با ن  تنیدگی 

افزایش عدد اتمی  نتایج بیانگر آن است که با    ،همچنین  .افزایش داردبه  افزایش انرژی تمایل  

تنیدگی تر شده و در نتیجه درهمضعیف  الکترون-کنش الکترون( برهمگونههلیومهای  )در اتم

 شود. کمتر می 

 .ی ، روش وردشگونههلیوم های  ، اتمهلیومتنیدگی حالت پایه، اتم درهم  :واژگان کلیدی
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 مقدمه  .1
ویژگیدرهم از  یکی  مکانیک  تنیدگی  اصلی  کهکوانتمهای  است   فیزیک   بین  اساسی  تفاوت   ی 

یکی از دلایل برتری دستگاه اطلاعات    ،همچنین  کند.میص  و مشخ  تعیین  را  یکوانتم  و  کلاسیک

تواند  که میشود  استفاده می  یعنوان منبع و در حال حاضر بهاست  های کلاسیک  دستگاه بر  ی  کوانتم

حالت  انتقال  رمزنگاریکوانتم  های برای  امن  توزیع  و  رابطه  .شوداستفاده   ی  این  از    ،در  بسیاری 

جامدسامانه حالت  برای    ی(کوانتمنقاط    ،مثال  رای)ب  های  مناسبی  در  نامزد  های  پردازنده استفاده 

درهم.  است  یکوانتماطلاعات   بررسی  به  توجه  حال حاضر  سامانهدر  بس تنیدگی  الکترونی،  های 

های  تنیدگی حالت درهم[.  3 ـ1]  دوالکترونی، توجه زیادی را به خود جلب کرده استخصوص  به 

برهم سالهمدوس  در  آهارانوف  مقالۀ  در  بار  اولین  کاربردهای  شد  مطرح    1967نهاده  تاکنون  و 

  ها به عنوان یک منبع برای انتقال این حالت   .ه استی پیدا کردکوانتماطلاعات    در فرآیندهای  فراوانی

بر  کاربرد دارد.  یکوانتمحالت   از جمله موضوعات مورد  چندذره   تنیدگیِدرهم   ها،این  علاوه  ای 

فیزیک  است. علاقۀ    بین   غیرموضعی  یکوانتم  همبستگی  نوعی  بیانگر   تنیده درهم یها حالت  دانان 

اساسی  و  بوده   هازیرسامانه را فراهم    یکوانتمت  اطلاعا  لوم ع  یکاربردها  از  ی بسیار  یبرا شالودۀ 

  و   یکوانتم  محاسبات  ی،کوانتم  حالت  انتقال  ی،کوانتم  متراکم  نویسیبرنامه   شامل  کهکند،  می

کنش دارند، همبستگی خاصی  وقتی دو سامانۀ فیزیکی با هم برهم   .[6ـ4]است    یکوانتم  یرمزنگار

ها را از  کنش را قطع و آن شود که حتی وقتی برهمی دارد، بین آن دو ایجاد میکوانتمکه ماهیت  

. این همبستگی غیرموضعی فقط وقتی باقی بماندها هم جدا کنیم ممکن است این همبستگی بین آن 

اتفاق میی کل سامانه درهمکوانتمکه حالت   باشد  ]تنیده  اندازه   ،[. در واقع7افتد  گیری  اگر یک 

سامانۀ دوم اطلاعاتی را  بر گیری بدون اندازه   یمتوانپذیر اول انجام دهیم می موضعی بر روی مشاهده 

تنیده هستند و به چنین خاصیتی  این دو سامانه درهمگویند . در این حالت، مییماز آن به دست آور

 .[8] شودتنیدگی گفته می درهم

های وردشی، اختلال  با استفاده از روش  گونههلیوم و   هلیومهای  دگی اتم تنیهای اخیر درهمدر سال

تابع موج    از جمله   ها با درنظر گرفتن توابع موج مختلفاین اتم خواص  بررسی شدند، همچنین    … و  

تنیدگی این نوع  در بررسی درهم  [.9،  6]  ند اه به شدمحاس  وسیاتوابع موج شبه گ  و  نوسانگر هماهنگ

  تنیدگی تنیده بودن یا نبودن را با استفاده از معیارهایی نظیر شاهد درهم ها، ابتدا باید درهمامانه از س

تنیدگی برای  تنیدگی هستند اما میزان درهم ها دارای درهم امانه ن سای  ،کلیطور  ه ب  [.10]  مشخص کرد

 اوت باشد.متف مکن استها ماین اتم 
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است که اساس    ی کوانتمک  یک مکان یرکلاسیغ  یهان وجه یتراز جالب  ی کی  یکوانتم  ی دگیتندرهم

  یدگی تندرهم  ۀبیشین   یکه دارا   ییهاحالت   ، مثال  رایدهد. بیل میرا تشک  یکوانتماطلاعات    ۀینظر

  یهاحالت که    یروند. لذا با توجه به نقشیبه شمار م  یکوانتمترابرد    یبرا  یدیکل  یهاحالت هستند،  

در  یتندرهم میا  یکوانتم  اتاطلاع  ۀ ینظرده  شناسایفا  کردن  کمّو    ییکنند،  تعی  مقدار  ن  ییو 

عنوان یک  تنیدگی بهزیرا اگر به درهم  .دارد  یی ت بسزای ز اهمین   ی کوانتم  ی هاحالت   ی دگیتندرهم

تنیدگی دارند اهمیت  مقدار درهمتنیده چه  منبع مانند انرژی نگاه کنیم، این مسئله که یک زوج درهم

ان  یکه از م  ، شده است  یها معرف آن   ی دگیتندرهم   قدار ن مییتع  یبرا  ی ادیز  ی هاتاکنون سنجه   یابد.می

نف  ی توان آنتروپی م  هاآن   ی ، آنتروپیل، تلاقیتشک  یدگیتن، درهم ستهکا  یس چگالیماتر  ، ومنیون 

تنیدگی برای  از درهم  یون نیومن نسخۀ مناسبفآنتروپی    .ته را نام بردیوی و نگات  تنیدگیدرهم   ینسب

 .[11] حالت دوبخشی است 

تر با  ی به زبان ساده جفت شدن خواص مکانیکی دو ذره است، ذراتی که پیش کوانتمتنیدگی درهم

  هاتنیدگی برای ذراتی چون فوتون اند. درهمیکدیگر در اندرکنش بوده و سپس از یکدیگر جدا شده 

اها رخ میو حتی ملکول  هاالکترون  و نظیر مکان،  دهد.  فیزیکی مربوط به خواصی  اندرکنش  ین 

ای که با تعیین هر یک از خواص برای یکی از دو ذره همان  است به گونه   …  و ، اسپین، قطبشتکانه

هر یک از ذرات جفت شده به خوبی توسط    ،شود. به عبارت دیگرخاصیت در دیگری تعیین می 

 [.12] شوند ی مشابه توصیف میکوانتمحالت 

نیز  را    گونههلیوم و    اتم هلیوم  تنیدگیپارامترهای وردشی و انرژی، درهم   ۀدر این مقاله، ضمن محاسب

  ی کوانتمسازی نقاط  در مدل  امانه ن است که از این سآ  امانه اهمیت بررسی این س  .ایمکرده   محاسبه

 شود.استفاده می

 توصیف روش  .2
که تنها    امانه س  برانگیختۀ اول  مقادیر انرژی حالت پایه و چند حالت روش وردشی در تقریب ویژه 

توان در یافتن  می را  این روش    ،همچنین  مفید است.  ،شکل تابع موج داریم  بارۀ یک ایدۀ کیفی در

های اتمی دارای دو  سامانه.  گرفت  مستقل از زمان نیز به کار  توابع هامیلتونیِمقادیر انرژی و ویژه ویژه 

و بار هسته   الکترون  با  Li+،  𝐵𝑒2+  ،3B  مانند  𝛧𝑒+های  اتم  + هلیوم را  میهای    . گویندگونه 

  دوالکترونی هستند که دارای هامیلتونی غیر نسبیتی زیر هستند  هایگونه، اتم هلیوم و    هلیومهای  اتم

oeبرحسب واحد اتمی) = h = m =1/ 4πε =1) [13] ، 
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𝛧)   اتم هلیوم  برای دو الکترونِ  2  و  1های  نویسه   ،که در آن = توان در حالت کلی می  است.  (2

𝛧که    گفت =  𝑟𝑖𝑗ها و  الکترون از هسته   ۀفاصل  𝑖    ،𝑟𝑖الکترون تکانۀ    𝑝𝑖بار هسته و    ۀ دهندنشان   2

 است.𝑗و  𝑖هاینسبی بین الکترون  ۀفاصل

شود.  استفاده می  یکوانتمسازی نقاط  ها در مدلامانه ن است که از این سآها  امانه بررسی این ساهمیت  

 ،[14] نوشت صورت زیر به توان  می الکترونی را شکل تابع موج تک 

(2)                                                         (2 )
nlm nl lm

u (x) = R (r)Y (θ,φ)  
 

،  در آن که
lmY (θ,φ)صورت ترکیب  تابع موج شعاعی به   با نوشتنهای کروی هستند. ها، هماهنگ

 :داریم خطی از توابع نمایی

i

n
(-λ r)

nl i
i=1

R (r) = c exp                                                                           )3( 

 

cو   𝜆𝑖در این رابطه، 
i

صورت  به  پارامترهای وردشی هستند. شرط بهنجارش برای تابع موج شعاعی 

 ،آیددر می زیر
n

2 2
nl k k i j 3

i, j=10 i j

2!
R (r)r dr =1 f(c ,λ ) =1- c c = 0

(λ +λ )



                                      )4( 

  آید در میصورت زیر  به   (2)  معادلۀ  الکترونی بر حسب توابع موج تک  هلیوم اتم    ۀتابع موج حالت پای

[15] ، 

1 2 1 2nlm nlm
Φ(x ,x ) = u (x )u (x )                                                                                )5(    

Φ  که شرط  Φ زیر    به صورت   توانرا می  هلیوم اتم    ۀ برقرار است؛ لذا انرژی حالت پایدر آن  1=

 نوشت 
22
i

i=1 12i

Z 1
E = Φ - - Φ + Φ Φ

2 r r


                                                                     )6(     

،  1s1sۀ در حالت پای
00Y (θ,φ) =1/ 4πکنیمبازنویسی می  صورت زیر( را به 6)  ۀمعادل  باشد.می ، 

 

(1) 
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 داریم: (7)  تا  (5)  با توجه به معادلات
n n

m mk k i j i j i j l i j l
i, j=1 i, j,l,m=1

E(c ,λ ) = c c A(λ ,λ )  + c c c c B(λ ,λ ,λ ,λ )        

(8     )  
 ، که در آن

    

i j

i j 2
i j i j

mj
mi j l 2 3

mm mi j lj i j l

λ λ 1
A(λ ,λ ) = 2 -Z

λ +λ (λ +λ )

3(λ +λ )4 1
B(λ ,λ ,λ ,λ ) = 1+  ×

λ +λ +λ ,λ(λ +λ ) (λ +λ +λ ,λ )

 
 
  
 

 
 
 
 

 

 

 زیر ۀ معادل با داشتن

k k k k k kF(c ,λ ,η) = E(c ,λ )+ηf(c ,λ )                                                     )10(      

با حل  ، ضریب لاگرانژ است 𝜂 که
k

F
= 0

c




 توان نوشت: می 

(11)                                                                                                                          

n

ik j i jk i j i j
i, j=1

n

m m m mik j l i jk l i j lk i j l mk i j l
i, j,l,m=1

(δ c +c δ )(A(λ ,λ ) -ηD(λ ,λ ))+

(δ c c c +c δ c c +c c δ c +c c c δ )×B(λ ,λ ,λ ,λ ) = 0




 

iکه در آن  j 3
i j

2!
D(λ ,λ ) =

(λ +λ )
باشد. از حل  می  

k

F
= 0

λ




دست خواهیم  نیز به   

 آورد:

(7 ) 

(9 ) 
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(12)

jk mk i j ik jk lk mk

m mi j l i j l

i j

mi j l

n
i j

i j ik j jk i ik jk3
i, j=1 i ji j

n

mi j l 2 3
i, j,l,m=1 m mj i j l

×

+
3(δ +δ ) 3(λ + λ )(δ +δ +δ +δ )

-
λ + λ + λ + λ λ + λ + λ + λ

3(λ + λ ) (
1+

λ + λ + λ + λ

η-λ λ2
c c δ λ +δ λ +(δ +δ )(2z+3 )

λ +λ(λ +λ )

4
+ c c c c

(λ +λ ) (λ +λ +λ +λ )

 
 
 
 













jk mk ik jk lk mk

m mj i j l

-2)(δ +δ ) (-3)(δ +δ +δ +δ )
+

λ + λ λ + λ + λ + λ

  
  
    

Fو از حل 
= 0

η




 نتیجه می شود:  

k k
f(c ,λ ) = 0

             (13)                                                                       

 .است ( 4که همان معادلة)

 تنیدگیدرهم .3
محاسبۀ   اتم   تنیدگی درهم برای  برخی  و  هلیوم  اتم  آنتروپی    گونه هلیوم های  برای  و  فاز  نیومن  ون 

 ،[16] صورت زیر نوشتتوان به ون نیومن را میفآنتروپی  شود.استفاده می آنتروپی خطی

VNS = -Tr(ρlnρ)                                                                  )14(    
lnبا بیشینه آنتروپی برابربا    در یک تراز  دوتایی یابرای یک سامانۀ دو ذره ای. 2

وندرهم آنتروپی  با  معمولاً  خالص  حالت  در  یا     -تنیدگی  یافته  کاهش  چگالی  ماتریس  نیومن 

 ( را به شکل زیر هم نوشت: 14شود.بنابراین می توان معادلۀ)آنتروپی خطی تعیین می 

(15)                                                 VN 2S = -cTr(ρlnρ) = -Tr(ρlog ρ) 

درآن   و که  چگالی  cماتریس  1/ ln(2)=   تعریف نیز  زیر  صورت  به  خطی  است.آنتروپی 

 [. 17شود]می

  2

LS =1-Tr(ρ )              )16( 
 درنظر گرفته شود.تواند به عنوان یک تقریب برای آنتروپی ون نیومن که می

  2 2 2

LS = Tr(ρ(1-ρ)) = Tr(ρ -ρ ) = Tr(ρ) -Tr(ρ ) =1-Tr(ρ )  )17( 

redبا  حال با جایگذاری  
   که درآنred

.ماتریس چگالی کاهش یافتۀ یک ذره است 
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برای محاسبۀ درهم  توان  اتم لذا می  برخی  و  هلیوم  اتم  از سنجشگر زیر تنیدگی  هلیوم گونه  های 

 [:18استفاده نمود]
2
red

Q =1-2Trρ           )18( 
 صورت زیر است: یافته به که در آن عملگر چگالی کاهش 

2 2

*
'

1 1red
ρ = [Ψ(r ,r )] Ψ(r ,r )dr              )19( 

 توان نوشت:لذا می 
2

1 1 1 2 2 1 2red red red
ρ (r ,r ) = ρ (r ,r )ρ (r ,r )dr                                           )20(    

 توان نوشت: ( درنهایت می 20(  و)19با استفاده از معادلات )

* *
1 3 2 3 2 4 1 4

2
1 2 2 1 2 1red red red

3 4 1 2

* *
1 3 2 3 2 4 1 4 1 2 3 4

Ψ (r , r )Ψ(r , r ) Ψ (r , r )Ψ(r , r )

=

Trρ = ρ (r ,r )ρ (r ,r )dr dr  =

dr dr dr dr

Ψ (r ,r )Ψ(r ,r )Ψ (r ,r )Ψ(r ,r )dr dr dr dr

   
     



 

        )21( 

 . هلیومشده برای اتم محاسبه ۀانرژی حالت پای 1جدول

3 2 1 n 
-2/.861673 -2/861673 -2/8476565  
0/900018 2/952529 4/384254 

1c 

2/952107 1/799311 - 
2c 

0/899724 - - 
3c 

2/884155 1/452965 1/687500 
1λ 

1/452922 2/906248 - 
2λ 

2/927869 - - 
3λ 

-1/835866 -1/835866 -1/792696  

 

𝑛به ازای   +𝐵3و    +𝐵𝑒2و   +𝐿𝑖هایبرای اتم  = =n و    1 به ترتیب    وشده است    محاسبات انجام2

 . ده استمآ مربوط به آن  پارامترهای وردشی و انرژی همراه با(  3( و )2)  هایدر جدول 
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𝑛گونه به ازای هلیومهای  شده برای برخی اتمانرژی محاسبه 2جدول = 1. 

𝐵3+ 𝐵𝑒2+ 𝐿𝑖+  
-21/972656 -13/597656 -7/222656 𝛦 
20/297470 14/162113 8/811558 𝑐1 
4/687500 3/687500 2/687500 𝜆1 

−19/042696 -11/292970 -5/542969 𝜂 
 

𝒏گونه به ازای هلیومهای شده برای برخی اتمانرژی محاسبه  3جدول = 𝟐. 

𝐵3+ 𝐵𝑒2+ 𝐿𝑖+  

−21/986233 −13/611298 −7/236414 𝛦 
3/480181 3/006934 2/460695 𝑐1 

17/422005 11/692683 6/811395 𝑐2 

7/902683 6/240062 4/575522 𝜆1 

4/443334 3/445128 2/447947 𝜆2 

−19/083951 −11/334224 −5/584716 𝜂 

به  برای درهم دستمقادیر  را در جدول آمده  پایه  )تنیدگی حالت  و    هلیوم   اتم برای    ( 6)  تا (  4های 

 .ایمآورده  گونههلیوم های  برخی اتم

 . موهلی   ۀتنیدگی حالت پایدرهم 4 جدول

𝑛 = 3 𝑛 = 2 = 1n  

 تنیدگی درهم 0/915616 0/896455 0/896454

   تنیدگی تمایل به کاهش یافتن دارد.ی، درهم کوانتمدهد با افزایش عدد این جدول نشان می نتایج

𝒏ازای به   گونه هلیوم های برخی اتم ۀ تنیدگی حالت پای درهم 5 جدول = 𝟏 . 

𝐵3+ 𝐵𝑒2+ 𝐿𝑖+ 𝑛  پارامتر محاسباتی 

0/998238 

 

0/998909 0/999421 
 

1 
 

 تنیدگی درهم

𝑛ازای گونه بههای هلیومبرخی اتم ۀتنیدگی حالت پایدرهم 6 جدول = 2. 

𝐵3+ 𝐵𝑒2+ 𝐿𝑖+ 𝑛  پارامتر محاسباتی 

 تنیدگی درهم 2 0/983352 0/983110 0/982532
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  یابدکاهش می   تنیدگیدرهم  ،ن است که با افزایش عدداتمیآ( بیانگر  6)  ( و5های )های جدول داده 

برای حالت    تنیدگی بر حسب انرژینمودار درهم   .[ سازگاری دارد19]  و با نتایج موجود در مرجع

 . ( نشان داده شده است1) درشکل  مواتم هلی  ۀپای

 
 . )هارتری( بر حسب انرژیاتم هلیوم  ۀحالت پای)بدون بعد(  تنیدگی درهم 1 شکل 

درهم  برای   گونههلیوم های  اتم تنیدگی  نمودار  انرژی  حسب  𝑛بر  = 𝑛و   1 = در  ترتیب  به   2

تنیدگی با افزایش انرژی  این نمودارها بیانگر افزایش درهم  .است  نشان داده شده   (3)  و  (2)  هایشکل

اتم هلیوم   ۀافزایش در حالت پای، علاوه بر این با انرژی رابطۀ مستقیم دارد. تنیدگیدرهماست یعنی 

   .دارند تنیدگی بیشترتمایل به نشان دادن درهم ۀهای برانگیختحالت تر است. محسوس

 
𝑛گونه بر حسب انرژی)هارتری( برای مو های هلی اتم ۀحالت پایتنیدگی درهم 2 شکل  = 1. 
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𝑛برای )هاتری( گونه بر حسب انرژی یوملهای هاتم ۀحالت پای )بدون بعد( تنیدگی درهم 3 شکل  = 2. 

 یگیرنتیجه .4
با استفاده از روش وردشی انجام   گونه هلیوم های  هلیوم و اتم   تنیدگی اتممحاسبۀ درهم ، در این مقاله

و این افزایش در حالت    یابدمی  با افزایش انرژی، افزایشتنیدگی  ن است که درهمآنتایج بیانگر    .شد 

هلیوم محسوس   ۀپای است. اتم  عدد    تنیدگیدرهم   همچنین  تر  افزایش  به  کوانتمبا  تمایل  اصلی  ی 

دارد یافتن  واقع  .کاهش  عدد  وقتی  ،در  میکوانتمکه  افزایش  اصلی  برهمی  کنش یابد، 

 شود.تنیدگی کمتر میو در نتیجه درهم شودتر میالکترون ضعیفـالکترون 

 تقدیر و تشکر .5

 .شد یبانیپشت[ SCU.SP98.490]رانیاهواز؛ا چمران د یشه دانشگاه  توسط  قی تحق نیا
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