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Abstract 

In this paper, the relativistic Dirac equation in one dimension is investigated 
for a particle in an external electromagnetic field, with the property of 
position-dependent effective mass approximation (PDEM), in the absence of 
vector potential. By removing the lower spinor component and combining the 
pair of equations, a Schrödinger-like equation is obtained for the upper spinor 
component. Using canonical transformations and introducing two first-order 
Hermitian and anti-Hermitian differential operators, a formalism for pseudo-
hermitic Hamiltonians with parity-time reversal symmetry (PT) has been 
obtained. Comparing the equation derived from pseudo-Hermitian 
Hamiltonian with the non-relativistic Schrödinger equation leads to a general 
formalism for one-dimensional solvable imaginary non-Hermitian potentials 
with real energy spectra. Also, using this process, the complex potentials of 
Pöschl-Teller and Scarf II with real energy spectra in Dirac equation with 
PDEM approximation and PT  symmetry have been investigated and their 
application has been expressed. For some particular parameters we will see 
the phenomenon of energy-levels crossing  .In fact, it means that energy levels 
disappear from the spectrum. Also, for the mentioned examples, potential 
figures are drawn. 

Keywords: Dirac Equation; Schrödinger Equation; Imaginary Potential; 
Pseudo-Hermitian Hamiltonian. 

 
1 DOI: 10.22051/ijap.2021.35731.1203 
2 Assistant Professor, Department of Physics, Faculty of Basic Sciences, Shahed University, Tehran, Iran. 
(Corresponding Author). Email: z.bakhshi@shahed.ac.ir 
3 M. Sc. Student, Department of Physics, Faculty of Basic Sciences, Shahed University, Tehran, Iran. 
Email: sn.fereshte1991@gmail.com 
4 M. Sc. Student, Department of Physics, Faculty of Basic Sciences, Shahed University, Tehran, Iran. 
Email: sare.khoshdooni@gmail.com  

Research Paper 



 

 فصلنامۀ علمی فیزیک کاربردی ایران، دانشگاه الزهرا 

                   1400تابستان، 25سال یازدهم، پیاپی                                                                                

           13 ـ 15صص 

 

 

  از  راگذهرمیتی و شبه  هامیلتونی برایديراك   معادلۀ حل

 1انرژی  ترازهای

 4خوشدونی هسار و  3سلیمانی هفرشت، *2زهرا بخشی 

 

 24/01/1400تاریخ دریافت:  

 04/1400/ 03تاریخ بازنگری: 

 1400/ 05/ 21تاریخ پذیرش:

 چکیده

میدان الکترومغناطیسی  ای در یک  در این مقاله، معادلۀ نسبیّتی دیراک در یک بعد، برای ذرّه

قرار   بررسی  مورد  برداری،  پتانسیل  نبود  در  و  مکان،  به  وابسته  مؤثّر  جرم  تقریب  با  خارجی 

ای برای مؤلفّۀ اسپینور پایین و ترکیب جفت معادلات، معادلۀ شرودینگرگونه گیرد. با حذفمی 

می  دست  به  بالا  اسپینورِ  کانونیک    آید.مؤلفّۀ  تبدیلات  از  استفاده  عملگر  با  دو  معرّفی  و 

هرمیتی های شبه بندی مناسبی برای هامیلتونی دیفرانسیلی مرتبۀ اوّل هرمیتی و پاد هرمیتی، فرمول

هرمیتی شود. مقایسۀ معادلۀ حاصل از هامیلتونی شبهنتیجه می   (PT)وارونی زمان  -پاریته با تقارنِ

های موهومی غیرهرمیتی  کلّی برای پتانسیلبندی با معادلۀ غیر نسبیّتی شرودینگر، به یک فرمول
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کارگیری این رهیافت، بعدی با طیف انرژی حقیقی منجر خواهد شد. همچنین با بهپذیر یک حل

پاشلپتانسیل موهومی  اسکارف    -های  و  ط   2تلر  معادل  یقی حق  یانرژ  یفبا  با    یراکد  ۀدر 

. به ازای گرددکاربرد آنها بیان می رسی و  بر   PTو تقارن    وابسته به مکانمؤثّر  چارچوب جرم  

ر )عبور( از ترازهای انرژی خواهیم بود. در واقع به تعبیری ابرخی پارامترها، شاهد پدیدة گذ

های ذکر  همچنین برای مثال   شوند.توان گفت که ترازهای انرژی از طیف انرژی ناپدید می می 

 است. شده، نمودارهای پتانسیل نیز رسم شده

 هرمیتی.معادلۀ دیراک، معادلۀ شرودینگر، پتانسیل موهومی، هامیلتونی شبه واژگان کلیدی:

 

  مقدمه. 1

  از  پیش  شد.  انجامندر و بوتچر  ط بِ نخستین بار توسّ   PTهای غیرهرمیتی با تقارن  هامیلتونی  مطالعۀ

تقارن    مکانیک  گوناگون   هایزمینه  در  مقاله  فراوانیتعداد    نآ با  بود.    PT کوانتومی  منتشرشده 

  ابر   گوناگون  هایجنبه   در  آغاز شد و  کوانتومی  مکانیک  هایمدل  بررسی  با تقارناین نوع    مطالعۀ

عنوان تحلیلی پیوسته  ، به PTتقارن   نظریۀ  .یافت  ادامه  کوانتومی  میدان   نظریۀ وپذیر  حلشبه   تقارنی،

در    PTرود. مسائل با تقارن  کار مینیز به   وهومیحقیقی به مهای مربوط به گذار از فضای  از نظریه

زیک  های ریاضیاتی به مسائل فیشوند، همچنین از طریق شباهت کوانتومی مطالعه می  های میدان   نظریۀ

   Pبا  که  ،(فضا  انعکاسِ)  پاریته  یکی  گسسته  تقارنی  دو عملگراز نوع تأثیر    .اندنیز مرتبط  حالت جامد

 ( مکان عملگر)  xدینامیکی رهایمتغیّ روی ،T با نمایش زمان، وارونی دیگری و شودمی داده  نشان

عملگر    و  𝜌  تکانۀ   عملگر  روی   و   است   یخطّ  پاریته  عملگر  .شوند می  تعریف(  تکانه  عملگر)  𝜌  و

𝑃𝜌𝑃صورت    به     xمکان = −𝜌    و𝑃𝑥𝑃 = −𝑥   عملگر  .  کندمی   اثرT  ّبه  و  است  یغیرخط 

𝑇𝑥𝑇  صورت = 𝑥   و    𝑇𝜌𝑇 = −𝜌 از طرفی    کند.می  عملT    علامت  تغییر𝑖 → −𝑖     را

,𝑥]جایی  بجا  رابطۀ  باید   زیرا  دهد،می 𝜌] = 𝑖   حفظ  کوانتومی  مکانیک دینامیکی  رهایمتغیّ  بین  

𝑃2)  است   واحد  عملگر  عملگرها،  این  مجذور . از طرف دیگر،    شود = 𝑇2 =   نیز   همبا   و   (1

 .[1-2] شوند می جابجا

منظور از    بدین  و تونی غیرهرمیتی با طیف حقیقی وجود دارد  لهای مختلفی برای ساخت هامیروش 

هرمیتی جایگزین ه شب-ηشرط  PT برای تعمیم تقارن شود.تقارنی استفاده میرمکانیک کوانتومی اب

هایی است که به اصطلاح  شامل زیرمجموعه  PTکند تقارن  که بیان می  با این مفهوم،  شودآن می



 
 

هرمیتی و گذار از ترازهای انرژیهامیلتونی شبه معادلۀ دیراک برای حل   /17 

 

 
 

η- هامیلتونی  .  دن شونامیده میهرمیتی  شبه H  یکη- اگر از تبدیل تشابهی    استهرمیتی  شبه𝜂𝐻 =

𝐻†𝜂 [3-4] پیروی کند. 

(  PDEM )  ر وابسته به مکانثّ مؤ  های کوانتومی در چارچوب جرمسیستم های اخیر مطالعۀدر سال 

مسائل   برای مطالعۀوابسته به مکان  جرم مؤثرّ ات کوانتومی با  واقع شده است. ذرّه زیادی  مورد توجّ

  چگالی انرژی در مسائل چند جسمی، تعیین خواص   در بررسیهستند که    های جالبیمدل  فیزیکی

نیمرساناها و همچنین توصیف خواص پیوندهای چندگانه و نقاط    الکترونیکی ساختارهای چندگانۀ

 [. 5-8روند ]میکار ه کوانتومی ب 

های ناخالص سنگین بسیار مهم و  های سنگین یا یون شامل اتم  هایتی در سیستمثیرات نسبیّأبررسی ت

دیراک در شرایط محیطی   ۀهای معادلویژگی  ۀبرای این نوع مواد مطالع    [.9]  رسدبه نظر می ضروری

 [.10] یابدمی بسیار ت، اهمیّ استمکان  که جرم به صورت تابعی از 

  نظریۀ ای،  های فیزیکی مانند فیزیک هستهسیستم  ۀکاربردهای زیادی در مطالع  غیرهرمیتی  هایمدل

   های غیرهرمیتی هامیلتونیتی با  تی و غیر نسبیّ های معادلات نسبیّپاسخ  کوانتومی و ... دارد.   هایمیدان

های متفاوت مورد تحلیل و بررسی قرار روش   که دارای طیف انرژی حقیقی یا موهومی هستند، با 

موهومی غیرهرمیتی و طیف    رو حل معادلۀ دیراک با جرم مؤثر برای یک پتانسیلاند. از این گرفته

 [.8 ،11-16] باشد ه و جالب قابل توجّ ۀتواند یک مسئل انرژی حقیقی می

می را  دیراک  حضورهامیلتونی  در  در  متفاوتی    هایکنشهمرب  توان  جمله  های  میدانحضور  از 

برهمکنش   الکترومغناطیسی این  قرار داد. در  برداری   هایپتانسیل ها،  مورد مطالعه  و  داخل    اسکالر 

نهفته میدان  الکترومغناطیسی  از آنجا که معادلۀ دیراک یک معادله باهای  ماتریسی است،    فرم  اند. 

های اسپینوری بالا و  لفهؤل برای ماوّ   جفت شدة مرتبۀ   دیفرانسیل دو معادلۀ   را به صورتآن  توان  می

  ها، یک معادلۀ فهلّ با حذف یکی از مؤها  کنشهمرخاص برای بعضی از ب  پایین نوشت و در شرایط 

  این معادله،   حل  های یکی از روشدست آورد.  ه  اسپینوری دیگر ب   فۀلّم برای مؤدوّ  مرتبۀ   دیفرانسیل

  راک ید  ینورهایاسپ[.  16-18]  تی استآن با مسائل حل شده در مکانیک کوانتومی غیرنسبیّ  مقایسۀ

  ۀهم  میدان کوانتومی  که در نظریۀ  اینه هستند. مهمتر از همه  از جهات مختلف مهم و جالب توجّ

و    کنندیم  فیرا توص  ،شامل الکترون و کوارک  ،عتیشناخته شده در طب  یاد یات بنذرّ  یهاونیفرم

  . است لیو  رونیخاص از دو اسپ یبیترک   کهد، نشویظاهر م راکی د ۀ معادل یبرا  تختموج  پاسخدر 

از    نکته   ن ی. انندک یبردار رفتار م  کی  «یعمربّ  ۀشیر» ، مانند  خاص  یمعنا  ک ی، آنها به  یجبراز نظرِ

  ی نوریاسپ  یهاشیآشکار شده است که نما  به مرور ا  ، امّشودنمیص  مشخّ  یبه آسان  میمستق  یبررس

  قیند از طرتوا یم  رثّؤ به طور م  ی مانیر  یفضا  ۀ هستند. به عنوان مثال، هم  کاربرددارای  هندسه    در علم
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زمان -مخصوص فضا  راکید   نور ی. اسپ[19]  دباش   یصالات چرخشو اتّ  نور یاسپ  یدارا   فوردیکل  جبرِ

-پاسخ  شینما  یگاما است و برا   یهاسیاز ماتر  یخاص  شینما  .است   زلورنت  تبدیلاو ت  ینکوفسکیم

در   راک ید ۀمعادل یمنف یانرژ یهاپاسخ است.  نیترمناسب  راکید ۀمعادل ی مثبت و منف یانرژ  یها

ها گذار انجام  حالت   نیب  تواندیه مذرّ  کی  ،یکوانتوم  ۀی. در نظردنرسیبه نظر مساز  نگاه اول مشکل  

ا از  به    ی برا  راکی د  یهاحالت   ۀ رو هم  ن یدهد.  پا  کیگذار  . رسندیمبه نظر    دار یناپا  ،ترنیی تراز 

پر هستند،   ی منف یبا انرژ  یهاحالت  تمامِ  باًیبود که فرض کرد تقر ن یا ، اشکال ن یبه ا راک یجواب د

ای که  ه ذرّهای کوانتومی بس حالت   .دهدیگذار به آنها را نم  ة اجاز  ی که اصل طرد پائول  ی طوربه  

که در    یاه ذرّ  شود.اند، دریای دیراک نامیده میبا انرژی منفی اشغال شده   یهادر آن تمام حالت 

زوج    ک یهمزمان    ی به عنوان نابودانرژی    با مقدار زیادی تابشِ   افتد یم  یمنف  ی حالت با انرژ  کی

با    یبه حالت  یمنف  یانرژبا  حالت    ه ازذرّ  کیشدن    ختهیعکس، برانگ. برشوددیده می  ه ذرّ  پاد  -ه ذرّ

الکترون، به    ة ذرّ  پاد   ترون،یپوز  کی  ی ختگیخواهد شد. برانگ  ده ی زوج د  دِ یمثبت به عنوان تول  یانرژ

،  21]  صله بعد از آن مشاهده شدازوج بلاف  د یو تول  د،یبه اثبات رس  1932در    یشگاهیصورت آزما

20].  

یکسیستمدر   کوانتومی  ویژه های  روش  رامقادیر  بعدی  از  استفاده  جبا  ویژه های  و  توابع  بری 

توان  میثیر آن بر حالت پایه  أتلی و    با استفاده از عملگرهای ایجاد شده از جبرِ  راد  های مقیّحالت

ویژه کرد  تعیین بتوانند  به  وا  توابعِ. همچنین هرگاه عملگرها  با  مقادیر یکسان سیستمویژه بسته  را  ها 

پتانسیلی خواهد بود و روش جبری    کار رفته جبرِه  پارامترهای پتانسیلی متفاوت ایجاد کنند، جبر ب

.  تقارن دینامیکی می نامند  رااین روش    رو،  این    از    ،دهدبرای خانواده پتانسیلی ارائه می  نتایجی را

نظر    موردمسئلۀ   برای   (SGAطیف )   لدموّ جبرِ فیمعرّ،  کار شروع نقطۀ  معمولطور به روش این در

 داشت. در خواهد  وجود   SGA ، شود بیان  جبر دهای مولّ حسبِ بر  بتواند  H هامیلتونی  هرگاه  .است

 در.  گیرد قرار استفاده  مورد دقیق پذیرِحل  حدهای  تعیین برای تواندمی گروه   نظریۀ صورت  این

 ابزار از استفاده  با   مسئله آن  که باشد جبری سئلۀ یک م تواند می شرودینگر معادله حل زمانی واقع

مسئلۀ  یکلّ  روش یک  ایجاد بر علاوه .  باشد بررسی قابل گروه  نظریۀ   SGA  ،نظر مورد برای 

دینامیکی    تقارنِکنند.   ایجاد  نیز را  دقیق  رپذیحل حدهای  خاص، های حالت  عنوان  به تواند می

 به کوانتومی مکانیکِ مسائلِ نگاشت با. است شده  متمرکز یوستهپ و دمقیّ هایحالت  ویر تاکنون

 نظر دمور تمسیس ویژة های لتحا و برانگیخته هایانرژی تواندمی گروه  جبری، نظریۀ ساختارِ یک

 مکانیکِ  روش از استفاده  با   را   پتانسیلی جبرِ مفهوم  برحسب شده  بحث مسائل . کند ایجاد را

 [. 24-22] ددا قرار بررسی مورد توانمی نیز تقارنی ربَاَ کوانتومی
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جرم  دیراک با نسبیّتی   معادلۀشکل ماتریسی  : استشرح بعدی به این های بخش  مقاله در ادامۀ  روند 

 جفت شدة  دیفرانسیلِ  دو معادلۀ به صورت یدان مغناطیسی خارجی رار وابسته به مکان در یک مثّمؤ

مؤ ل  اوّ  مرتبۀ می فه لّبرای  پایین  و  بالا  اسپینوری  معادلهنویسیمهای  مورد.  با حذف   های    فۀ لّمؤ  نظر 

. [25-26]  شود بالا تبدیل می  اسپینورِ   مؤلّفۀ  م برای  دوّ    مرتبۀ دیفرانسیلِ   پایین به یک معادلۀ اسپینورِ

استفاده از تبدیلات کانونیک  با است که    به مکان  وابسته  رِثّؤم  با جرمای گونه   ینگرشرود  ۀمعادل  این

𝜂2هرمیتی  پاد هرمیتی و    لِاوّ   مرتبۀدیفرانسیلی  ر  عملگفی دو  معرّ  و = 𝑖𝜂1   ی کلّ  بندیولبه یک فرم

میه ب ش-ηهامیلتونی   برای منجر  معادلۀ  همچنین  شود.هرمیتی  مقایسۀ  هامیلتونی    از  از  -ηحاصل 

د.  وشمی  نتیجه  رثّؤ م  کلی برای پتانسیل  بندیولفرمیک    شرودینگر،غیر نسبیّتی    با معادلۀ هرمیتی  به ش

  ۀ در معادل  یقیحق  ی انرژ  یفبا ط 2  سکارفِاِ  و تلر  - پاشل  مدل  وهومیهای مپتانسیل در    رهیافت این  

به مکان  رِثّؤم  جرمِ  با چارچوبِ  یراکد کار  PT تقارن    و  وابسته   . [27-29]  است   شده   گرفته  به 

یک  به    در واقع  شود،مشاهده می  پروازِ ترازهاانرژی یا به اصطلاح    ترازهایاز    پدیدة عبورهمچنین  

گفت میتعبیر   می  ترازهای   که  توان  پرواز  میانرژی  ناپدید  طیف  از  و  ]کنند   [.30-32شوند 

 . (2و  1)شکل    رسم شده است نیزنظر  های موردنمودارهای مربوط به پتانسیل 

 

 هرمیتی شبه–ηی هامیلتونی کلّ بندی ولفرم . 2

در حرکت است،    𝐴𝜇ای که در یک میدان الکترومغناطیسی خارجی  ه دیراک برای ذرّنسبیّتی    معادلۀ

 [:33شود ]می نوشتهبه صورت زیر  ħ =c=1در واحد اتمی  

  (1 ) [𝑖 𝛾𝜇(𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇) − 𝑀(𝑥)]𝜓 = 0 

M(x)  ه و  ذرّ   ر وابسته به مکانِثّمؤ  جرم𝛾𝜇(𝜇 =  :استهای گاما با تعریف زیر  ماتریس  (0,1,2,3

(2)              

               

   

𝛾0 = (
0       𝐼

𝐼       0
) ,     𝛾𝑖 = (

0       −𝜎𝑖

𝜎𝑖        0
) 

بالادر ماتریس 2  واحدِ  ماتریسِ     I  ، های  × پائولی  ماتریس  𝜎𝑖و     2   پتانسیلِ   نبودِ . در  هستندهای 

درنظرگرفتن با  و  𝑣(𝑥)  رابطۀ برداری  = 𝑒𝐴0(𝑥)  ،  بعدی یک  حالتِ  معادلۀ  در    دیراک 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜀𝑡𝜓(𝑥)  ّتِکه در آن کمی  𝜀  ّنسبیت های    زمانی حالت  لِی است و تحوّ انرژی 

𝜓(𝑥) برداری شکل زیر را خواهد داشت: -در طرح جفت کند، را توصیف می 
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(3 ) 
[𝑖
𝑑

𝑑𝑥
(
0    − 1

1          0
) + (𝜀 − 𝑣(𝑥)) (

0        1

1        0
)

− 𝑀 (
1        0

0        1
)] (
𝜑(𝑥)

𝜃(𝑥)
) = 0 

موجِ ماتریس  𝜓(𝑥)  تابع  یک  صورت  چهارمؤ  به  که  فهلّستونی  است  آسان ای  شدن  برای  تر 

های بالا و  مؤلّفه   𝜃(𝑥)  و  𝜑(𝑥)  .ای نوشتمؤلّفه دو  توان آن را به صورت دو اسپینورِمیمحاسبات  

 : شودمی تجزیه زیر دیفرانسیل ۀ جفت معادلبه (  3ۀ )هستند. معادل 𝜓(𝑥)  اسپینورِ موجِ تابعِ  پایینِ

(4 ) −𝑖
𝑑𝜃(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝜀 − 𝑣(𝑥))𝜃(𝑥) − 𝑀(𝑥)𝜑(𝑥) = 0  

(5 ) 𝑖
𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝜀 − 𝑣(𝑥))𝜑(𝑥) − 𝑀(𝑥)𝜃(𝑥) = 0 

  ای شرودینگر گونه   ،  معادلۀ   θ(x)اسپینورِ پایینِ    مؤلّفۀ و حذف  (    5  )  و   (   4  از ترکیب دو معادلۀ ) 

 :تشکیل می دهیم φ(x)بالای   اسپینورِمؤلّفۀ  برای 

(6 ) 

−
𝑑2𝜑(𝑥)

𝑑𝑥2
+ [2𝜀𝑣(𝑥) − 𝑣2(𝑥) − 𝑖

𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥

− 𝑖
1

𝑀(𝑥)

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
(𝜀 − 𝑣(𝑥))] 𝜑(𝑥) 

+
1

𝑀(𝑥)

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
= (𝜀2 −𝑀2(𝑥))𝜑(𝑥) 

اوّلیۀ آنها  های  ترا برحسب موقعیّ  و تکانه  جدید مکانهای  تموقعیّ   توانمیتبدیلات کانونیک  با  

به دلیل ناوردا    ،به بیان دیگر  دیفرانسیل حفظ شود.  معادلۀ  ، با این شرط که شکل هامیلتونینمایش داد

رهای  توان از متغیّات، میبه انتخاب نوع دستگاه مختصّبودن سیستم کلاسیکی یا کوانتومی نسبت  

که ساختار بنیادی حاکم بر سیستم عوض   مشروط بر آن  ،نتومی استفاده کردیا کوا جدید کلاسیکی

𝜑(𝑥) نقاط به شکلِ کانونیکِ  با استفاده از تغییر  ن ترتیب،  یبد  نگردد. = 𝜓(𝑞(𝑥))   ( 6  رابطۀ   )

 :  شودمینوشته به صورت زیر 

(7 ) 

−[
𝑑2𝜓(𝑞)

𝑑𝑞2
(𝑞′(𝑥))

2
+
𝑑𝜓(𝑞)

𝑑𝑞
𝑞′′(𝑥)]

+
1

𝑀(𝑥)

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
[
𝑑𝜓(𝑞)

𝑑𝑞
𝑞′(𝑥)]

+ [𝐴(𝑥) + 𝑀2(𝑥) − 𝜀2]𝜓(𝑞(𝑥)) = 0 
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هرمیتی  پاد ل هرمیتی و  اوّ  مرتبۀ  رعملگ، دو  هرمیتیشبه -η  ی هامیلتونیکلّ  بندی فرمول  حال برای یافتن

 : [ 34-37] کنیمفی میر به صورت زیر معرّثّمؤ با جرم

(8 ) 
𝜂1 = −𝑖 [𝜇(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
] + 𝐹(𝑥) 

(9 ) 
𝜂2 = [𝜇(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
] + 𝑖𝐹(𝑥) 

𝜇(𝑥)  در روابط بالا =
1

𝑀(𝑥)
𝑚(𝑥)  و     = 𝑚0𝑀(𝑥)  همچنیناست .  M(x)   وابسته    مؤثرّجرم

و   مکان  رابطۀ.  است  (∞+,∞−) 𝑥 𝜖به  𝐴(𝑥)  نیز(    7  )  در  = 2𝜀𝑣(𝑥) − 𝑣2(𝑥) −

𝑖
𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑖

1

𝑀(𝑥)

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
(𝜀 − 𝑣(𝑥))  کنیم:که به صورت زیر نامگذاری میاست   

(10) 𝑖𝑊(𝑥) = 𝜇(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
[𝑖 (𝜇(𝑥) (𝜀 –  𝜐(𝑥))] 

(11) 𝑉(𝑥) = −𝜇2(𝑥)(𝜀 –  𝜐(𝑥))2 
𝜂𝑗𝐻هرمیتی  شبه با استفاده از شرط   = 𝐻

†𝜂𝑗  ;  𝑗 =  1, سازی قسمت پس از تجزیه و ساده ،    2

 :ر نمایش می دهیمزی شکلبه   را  موهومی پتانسیل  ، بخش 𝑥𝜓(𝑥)�� یموهوم

(12) 2𝑖𝑊(𝑥)𝜇(𝑥) = −2𝑖𝜇2(𝑥)𝐹𝑗
′(𝑥)   →   𝑊(𝑥) = −𝜇(𝑥)𝐹𝑗

′(𝑥) 

 داریم:  ψ(x)با جداسازی قسمت حقیقی و موهومی 

(13) −𝑖𝜇2(𝑥)𝐹𝑗
′′(𝑥) − 𝑖𝜇(𝑥)𝜇′(𝑥)𝐹𝑗

′(𝑥) = 𝑖𝜇(𝑥)𝑊′(𝑥) 

(14) −2𝜇2(𝑥)𝜇′(𝑥)(𝜀 –  𝜐(𝑥))
2
+ 2𝜇3(𝑥)(𝜀 –  𝜐(𝑥))𝑣′(𝑥)

−𝑊(𝑥)𝐹𝑗(𝑥) = 𝑊(𝑥)𝐹𝑗(𝑥) 
( رابطۀ  کمک  عملگرِ(     14  به  برحسب  پتانسیل  حقیقی  صورتِ  F(x)  بخش  𝑉(𝑥)  به  =

−𝐹2(𝑥) + 𝛼0    در آن   که  شودنوشته می  𝛼0 𝜖 𝑅   است و در مقایسه با رابطۀ   گیریانتگرال  ثابت

   شود:چنین می F(x) تابعِ دیراک برحسب ویژه  معادلۀ  پتانسیل (،  11) 

(15) −𝜇2(𝑥)(ε –  υ(𝑥))
2
= −𝐹2(𝑥) → υ(𝑥) =

(𝜀 ± 𝐹(𝑥))

𝜇(𝑥)
 →  

𝑉𝑗(𝑥) = −𝐹𝑗
2(𝑞(𝑥)) − 𝑖𝜇(𝑥)𝐹𝑗

′(𝑞(𝑥)) + 𝛼0  

 : خواهیم داشت هرمیتیشبه -η هامیلتونی  آنگاه، برای

(16) 𝐻 = −𝜇2(𝑥)𝜕𝑥
2 − 𝜇(𝑥)𝜇′(𝑥)𝜕𝑥 + 𝑉𝑗(𝑥) 
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تغییراتِ  𝑉𝑗(𝑥)در واقع   بر روی  از  با   حاصل می شود.  A(x)  برداری  پتانسیلِ  ایجاد شده  اکنون 

دست  ه  زیر ب   معادلۀنقاط،  کانونیکِ  ه به تغییر  و با توجّ(    7در رابطۀ )    𝑉𝑗(𝑥)جایگذاری پتانسیلِ  

 آید:می

(17) 

−𝜇2(𝑥) [
𝑑2𝜓(𝑞(𝑥))

𝑑𝑞2
(𝑞′(𝑥))

2
+
𝑑𝜓(𝑞(𝑥))

𝑑𝑞
𝑞′′(𝑥)]

− 𝜇(𝑥)𝜇′(𝑥) [
𝑑𝜓(𝑞(𝑥))

𝑑𝑞
𝑞′(𝑥)] 

+(−𝐹𝑗
2(𝑞(𝑥)) − 𝑖𝜇(𝑥)𝐹𝑗

′(𝑞(𝑥)) + 𝛼0  − 𝐸)𝜓(𝑞(𝑥)) = 0 
( معادلۀ  مقایسۀ  معادلۀ  17  از  با  ′𝑞و جایگذاری    شرودینگر  تیغیرنسبیّ  (  =

1

𝜇(𝑥)
معادله  این  در    

 داریم: 

(18) −
𝑑2𝜓(𝑞(𝑥))

𝑑𝑞2
+ [−𝐹𝑗

2(𝑞(𝑥)) − 𝑖𝜇(𝑥)𝐹𝑗
′(𝑞(𝑥)) + 𝛼0

− 𝐸]𝜓(𝑞(𝑥)) = 0 
𝐹𝑗توان  بالا می در معادلۀ

′(𝑞(𝑥))   براساسِ را  q  :نوشت 

(19) 𝑑𝐹𝑗(𝑞(𝑥))

𝑑𝑥
=
𝑑𝑞(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝐹𝑗(𝑞)

𝑑𝑞
=  

1

𝜇(𝑥)

𝑑𝐹𝑗(𝑞)

𝑑𝑞
 

 :آید (، نتیجۀ زیر به دست می 18 )  ( در معادلۀ 19 با جایگذاری رابطۀ ) 

(20) −
𝑑2𝜓(𝑞)

𝑑𝑞2
+ [−𝐹𝑗

2(𝑞) − 𝑖𝐹𝑗
′(𝑞) + 𝛼0 − 𝐸]𝜓(𝑞) = 0 

مقایسۀ  معادلۀ   از  −  شرودینگرِغیرنسبیّتی    دو 
𝑑2𝜓(𝑞)

𝑑𝑞2
+ [𝑉𝑒𝑓𝑓 − 𝐸]𝜓(𝑞) = معا  0 دلۀ  و 

 خواهیم رسید:  به صورت زیر 𝑉𝑒𝑓𝑓 ی برای کلّ بندیولبه یک فرم( 20)

(21) 𝑉𝑒𝑓𝑓 = −𝐹𝑗
2(𝑞) − 𝑖𝐹𝑗

′(𝑞) + 𝛼0 

  و  رلِتِ-پاشل  مدلِ   موهومیهای  پتانسیل  ذکر شده،  بندی فرمولنشان دادن کاربردهای  اکنون برای    

  یف با طو    ، PT   تقارنِ   و   وابسته به مکان  رِثّؤم  با چارچوب جرمِ   یراک د  ۀدر معادل ا  ر  2  سکارفِاِ

  یا به اصطلاح  - عبور  (ر  اگذ  پدیدة   برخی پارامترها شاهد   ازای   . درکنیمبررسی مییقی،  حق  یانرژ

انرژی پرواز    ترازهایست که  ن معنا این بدا  ، در تعبیری در واقع.  خواهیم بودترازهای انرژی    از   (پرواز

 شوند. ناپدید میانرژی کنند و از طیف می
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 رلِتِ-پاشل وهومی: پتانسیل م 1مثال 

   :[27] گیریممی نظر به صورت زیر در 𝐸𝑛 ,𝜀با انرژی  تلر را -پاشل پتانسیلِ مثال،  در نخستین 

(22) 𝑉(𝑞(𝑥)) = 𝑉1 𝑐𝑠𝑐ℎ
2(𝑞) − 𝑉2 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞) 𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑞)    

(23) 

𝐸𝑛 ,𝜀 = −[(
1

2
)(√𝑉1 +

1

4
+ |𝑉2| + 𝜀√𝑉1 +

1

4
− |𝑉2|) − 𝑛

−
1

2
]

2

  ,   𝜀 = ±1  

 زیر: از رابطۀ F(q) با در نظر گرفتن عملگرِ

(24) 𝐹(𝑞) = 𝑉2 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞)      →     𝐹
′(𝑞) = 𝑉2  𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞) 𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑞) 

𝑉1  و با فرضِ  = 𝑉2
  شکل   ه به و همچنین با توجّ (    21  ( در  )   24  از طریقِ جایگذاری رابطۀ ) ،    2

 آورد:توان رابطۀ زیر را برای پتانسیل مؤثرّ به دست ، می( 22 از رابطۀ )  پتانسیل

(25) 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑞) = −𝑉2
2 𝑐𝑠𝑐ℎ2(𝑞) − 𝑖𝑉2 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞) 𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑞) 

𝑉1مطابق فرض  همچنین  = 𝑉2
 :برای انرژی داریم(   23 و رابطۀ ) 2

(26) 
𝐸𝑛,𝜀=+1 = (|𝑉2| − 𝑛 −

1

2
)
2

   ;    𝑛 = 0, 1, 2, …      𝑛𝑚𝑎𝑥

< (|𝑉2| −
1

2
) 

𝜀  که به ازای = 𝑛𝑚𝑎𝑥 : داریم ±1 < (|𝑉2| −
1

2
|𝑉2|  و برای ( >

1

2
𝜀  و  =   ترازهای 1−

  ترازهای ر از  اگذ  پدیدة شاهد  مقادیر انرژی را خواهیم داشت که در چنین شرایطی  خالی از ویژه 

   [.30-32] هستیمانرژی 

 :زیر رابطۀ  با در نظر گرفتن  

(27) 𝑞(𝑥) = ±𝑙𝑛 ƒ(𝑥) ;    ƒ(𝑥) 𝜖 𝑅 

 : خواهد شدوابسته به مکان به صورت زیر  رِثّ  مؤجرمِ برحسب تابعِ   f(x) عملگرِ

(28) 𝑀(𝑥) = [± 𝜕𝑥 𝑙𝑛 ƒ(𝑥)]  →  ƒ(𝑥)  =  𝑒𝑥𝑝(±∫𝑀(𝑧)𝑑𝑧)  
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 بازنویسی کرد:  f(x) عملگرِ ر را برحسبثّمؤ توان پتانسیل می(   28 )  و(   27 ) ه به روابطبا توجّ 

(29) 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞) =
1

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑙𝑛 𝑓(𝑥))
=

2 𝑓(𝑥)

𝑒𝑙𝑛 𝑓(𝑥) − 𝑒−𝑙𝑛 𝑓(𝑥)
 

(30) 𝑐𝑜𝑡ℎ (𝑞)  =
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑙𝑛𝑓(𝑥))

𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑙𝑛𝑓(𝑥))
 

 شود: می چنین نوشته ر لِتِ-لپتانسیل پاشِ 𝑉𝑒𝑓𝑓در نتیجه  

(31) 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑥) = −4𝑉2
2

𝑓2(𝑥)

(𝑓2(𝑥) − 1)2
− 2𝑖𝑉2

𝑓(𝑥)(𝑓2(𝑥) + 1)

(𝑓2(𝑥) − 1)2
 

ازپ هامیلتونیکلّ  بندیولفرم  افتنی  س  میهرمیتیشبه - η  ی  گفت،  موّ      f(x)توان  - η  لدیک 

جرمِ  که تابع  شود  انتخاب    چنان   f(x)ه تا زمانی که  وابسته به مکان است، البتّ جرم مؤثرِّ  با  هرمیتی  به ش

را به دلخواه به صورت زیر   f(x) ابعِ در یک انتخاب، ت قبول را تولید کند. قابلِ  ه به مکانِوابست مؤثرِّ 

 گیریم: در نظر می

(32) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1 

 :آید( چنین به دست می  28 )  و(   27 )  جرم براساس روابط  تابعِ آنگاه، 

𝑞(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥2 − 1)   
𝑀(𝑥)=𝑞′(𝑥)
→          𝑀(𝑥) = [± 𝜕𝑥 𝑙𝑛(𝑥

2 − 1)]     

→   𝑀(𝑥)  =  
2𝑥

𝑥2 − 1
 

 در نتیجه:

(33) 
𝑉𝑒𝑓𝑓 = −4𝑉2

2
(𝑥2 − 1)2

𝑥4(𝑥2 − 2)2

− 2𝑖𝑉2
(𝑥2 − 1)((𝑥2 − 1)2 + 1)

𝑥4(𝑥2 − 2)2
 

 

 )هايپربولیک(  2 سکارفِاِ : پتانسیل موهومی 2مثال 

  گیریم. این مدل را در نظر می 2  سکارفِاِ  مدلِ   PT  هرمیتی با تقارنِ شبه -ηبرای یک   دیگر   مثال  در

 مورد مطالعه قرارگرفته است:  [27] منبع در  وهومیلی م  با استفاده از جبرِ
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 (34 ) 𝑉(𝑞(𝑥)) = −𝑉1 𝑠𝑒𝑐ℎ
2(𝑞) − 𝑖𝑉2 𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑞) 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑞) ;     𝑉1 >

0  , 𝑉2 ≠ 0 ,     𝑉1 , 𝑉2𝜖𝑅   

(35) 
𝐸𝑛 ,𝜀 = −[(

1

2
) (√𝑉1 +

1

4
+ |𝑉2| + 𝜀√𝑉1 +

1

4
− |𝑉2|) − 𝑛 −

1

2
]

2

  , 𝜀 = ±1  

 در آن،  که

   𝑛 = 0, 1, 2, … < 1

2
(√𝑉1 +

1

4
+ |𝑉2| + 𝜀√𝑉1 +

1

4
− |𝑉2| − 1) 

 به صورت زیر:  F(q) عملگرِ انتخاببا 

(36) 𝐹(𝑞) = −𝑉2 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑞)    →     𝐹
′(𝑞) = 𝑉2 𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑞) 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑞) 

توان رابطۀ  ( می  34  )  ه به پتانسیلو همچنین با توجّ(    21  (  در رابطۀ )   36  ایگذاری رابطۀ )از طریق ج

 آورد:زیر را برای پتانسیلِ مؤثرّ به دست 

(37 ) 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑞) = −𝑉2
2 𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝑞) − 𝑖𝑉2 𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑞) 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑞) 

𝑉1با تغییر   = 𝑉2
 داریم: 2

(38) 

𝐸𝑛 ,𝜀 = −[(
1

2
)(√𝑉2

2 +
1

4
+ |𝑉2| + 𝜀√𝑉2

2 +
1

4
− |𝑉2|) − 𝑛

−
1

2
]

2

  , 𝜀 = ±1 

𝜀  بنابراین برای = |𝑉2|  داریم 1+ >
1

2
 ر نتیجه انرژی را به صورت زیر خواهیم داشت: ، د 

(39) 
𝐸𝑛,𝜀=+1 = (|𝑉2| − 𝑛 −

1

2
)
2

   ;    𝑛 = 0, 1, 2, …      𝑛𝑚𝑎𝑥

< (|𝑉2| −
1

2
) 

  𝐸𝑛1  انرژی  ترازِدهد که  ای زمانی رخ میچنین پدیده   PT  با تقارنِ  2  سکارفِبرای طیف انرژی اِ

|𝑉2| در = 𝑉2 ,1 ِانرژی و تراز  𝐸𝑛2 در  |𝑉2| = 𝑉2 ,2 مقادیرِ انرژی یکسان باشندای ویژه دار . 
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(40) 𝐸𝑛1(|𝑉2| = 𝑉2 ,1) = 𝐸𝑛2(|𝑉2| = 𝑉2 ,2)   ;   𝑛2 > 𝑛1 
 :زیر ه به روابطبا توجّ 

(41) 𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑞) =
1

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑙𝑛 𝑓(𝑥))
=

2 𝑓(𝑥)

𝑒𝑙𝑛 𝑓(𝑥) + 𝑒−𝑙𝑛 𝑓(𝑥)
 

(42) 𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑞)  =
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑙𝑛𝑓(𝑥))

𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑙𝑛𝑓(𝑥))
 

 :داریم 𝑉𝑒𝑓𝑓برای   آنگاه 

(43) 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑥) = −4𝑉2
2

𝑓2(𝑥)

(𝑓2(𝑥) + 1)2
− 2𝑖𝑉2

𝑓(𝑥)(𝑓2(𝑥) − 1)

(𝑓2(𝑥) + 1)2
 

 توان گفت هرمیتی میشبه -η ی هامیلتونیکلّ  بندیولدست آوردن فرمه  ب   س ازپ شابه حالت قبل،  م

f(x)   لدِ یک موّبه عنوان η- ؛  است  2اسکارف  پتانسیلِ برای   وابسته به مکانجرمِ مؤثرِّ هرمیتی با شبه  

  قابلِ  وابسته به مکانِجرمِ مؤثرِّ    تابعِبتواند    که    شود انتخاب    چنان   f(x)که    آن زمانتا  دوباره    ه البتّ

 .تولید کند یقبول

 گیریم:در نظر می چنینرا به دلخواه   f(x) تابعِدر این مثال،  

(44) 
𝑓(𝑥) = 𝑒

1

√𝑥2−1 
 شود:زیر منجر می جرمِ به تابعِ این انتخاب، 

𝑞(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒
1

√𝑥2−1)  
𝑀(𝑥)=𝑞′(𝑥)
→          𝑀(𝑥) = [± 𝜕𝑥 𝑙𝑛 (𝑒

1

√𝑥2−1)]    

→   𝑀(𝑥) =  cos−1 𝑥    ;    𝑥 > 1 

 خواهیم داشت:  مؤثرِّپتانسیلِ همچنین برای  
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(45) 

𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑥) = −4𝑉2
2

(𝑒
1

√𝑥2−1)

2

((𝑒
1

√𝑥2−1)

2

+ 1)

2

− 2𝑖𝑉2

(𝑒
1

√𝑥2−1)((𝑒
1

√𝑥2−1)

2

− 1)

((𝑒
1

√𝑥2−1)

2

+ 1)

2  

 

کنند تا  ت قطبی را اشغال مییک موقعیّ   ی پذیر در مکانیک کوانتومحل  شرودینگرِ دقیقاً   معادلات

  است تلر  -پاشل  پتانسیلِ  ،  آنجالبِ  شوند. نمونۀ های فیزیکی مربوط میآنجا که بیشتر آنها به سیستم 

. [22]  شودها ظاهر میکنشهای چندجسمی با برهم  در سیستم  مؤثرّ  میانگینِ  که به عنوان یک میدانِ

دقیقِو حل   هذلولویاسکارف    پتانسیلِ به طور خاص جنبه   های  دارند  آن    که های ریاضی جالبی 

  جامد گرفته تا نظریۀ  کنند، از الکترودینامیک و فیزیک حالتِکاربردهای مختلفی در فیزیک پیدا می

پتانسیلِ ات. در حالت جامد،  ذرّ از  به آنچه که  اسکارف  مثلثاتی اسکارف ساخته شده   نسبت    2از 

. در الکترودینامیک،  شودتری در بلورها استفاده میبینانهای واقع های دوره فیزیک در ساختِ پتانسیل

پتانسیل  2اسکارف با  مسائل  از  دسته  یک  میدر  ظاهر  غیرمرکزی  فیزیکِشود.  های  ات،  ذرّ  در 

های اسباب  ای به وسیلۀ مدل های سنجه غیر اختلالی نظریه  مطالعات مربوط به بخشِدر    2اسکارف

نظریۀ   1بازی )  مانند  ابعاد  در  اسکالر  ]زمان  -فضا  (1+    1میدان  دارد  پتانسیل  [.  83کاربرد  همچنین 

گرفته    به کارهای همدوس  مولکولی برای ساخت حالت  ای در فیزیکتلر به طور گسترده -پاشل

الکترون و   در بررسی مسئلۀتوان میتلر را -از کاربردهای پتانسیل پاشل دیگری نمونۀ .[39] شودمی

نقاط کوانتومی نه تنها از نظر    د. پارامترهای فیزیکی کنترل کنندة حفره از طریق این پتانسیل بیان کر

اب هستند  رسانا جذّرونیکی نیمه الکتهای  دستگاه   ة آن در توسعۀ علوم بنیادی بلکه به دلیل کاربرد بالقوّ

[40 .] 

 
آن برای توضیح  ( مدلی ساده است که بیشترِ جزئیات در آن حذف شده تا بتوان از Toy Modelبازی )سازی فیزیک، یک مدل اسبابدر مدل  1

 شود. سازی ریاضی و اقتصاد کلان و فیزیک استفاده مییک مکانیزمِ پیچیده به اختصار و راحتی استفاده کرد. از این روش در مدل 
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- وودزیافتۀ  تعمیممقایسه با پتانسیل ِ  قابلِ  2با اندکی اصلاح در پارامترسازی، پتانسیل شعاعی اسکارف

 2بعدی اسکارفاز پتانسیل یک   توانمیرا    2. در واقع پتانسیل شعاعی اسکارفخواهد بود  1اکسونس

همان   کردشیوه به  تولید  تعمیم  ای  پتانسیل  یک-وودز  ۀیافتکه  پتانسیل  از  روزنساکسون  - بعدی 

ای  تواند در فیزیک هسته می  2شعاعی اسکارف  شود. براساس این شباهت، پتانسیلِتولید می  22مورس

 .   [41] به کار برده شود

،  2مثلثاتی اسکارف غیر مرکزی مدلِ تلر و پتانسیلِ-پاشل دیراک برای پتانسیلِ  تحلیلی معادلۀ با حلِّ

غیر    به معادلۀانرژی    معادلۀ نسبیتیّ  ترمودینامیکی سیستم را با کاهش  های  از ویژگی  بعضیتوان  می

  [.42تعیین کرد ]انرژی نسبیّتی 

 
𝑉2برای   33 ۀ ر رابطثّمؤ پتانسیل  مرس 1 شکل  = 0.5 

 
𝑉2برای   45رابطۀ  مؤثّرپتانسیل رسم  2 شکل  =

0.5 

 

 گیری نتیجه  .3

جفت معادلۀ   و ترکیب  θ(x)پایین  اسپینورِ    با حذف وابسته به مکان    مؤثرّبا جرم    دیراکنسبیّتی    معادلۀ

مؤ به  اسپینورِفه لّ وابسته  بالا    های  و  مولفمعادله شرودینگرگونهبه    (φ(x)و    θ(x))پایین  برای    ۀ ای 

بالا   و  با  دست آمده  ه  بمعادلۀ  شده است.  تبدیل  اسپینور  کانونیک  تبدیلات  از  فی دو  معرّاستفاده 

به یک هامیلتونی  اوّ  مرتبۀر دیفرانسیلی  عملگ   معادلۀ  مقایسۀ  از  شده است.تبدیل    هرمیتیشبه -ηل 

هامیلتونی   از  معادلۀ هرمیتی  شبه -ηحاصل  نسبیّتی    با  فرمولغیر  یک  برای  ی  کلّ  بندی شرودینگر 

پتانسیل  رهبافتاین    .شودمی نتیجه  ر  ثّ مؤپتانسیلِ با    2اسکارف    وتلر  -پاشل  مدلِ  موهومی  هایدر 

از    گذار   طلاح انرژی و به اص  مقادیرِخالی از ویژه که ترازهای  طوریبه  ،به کار گرفته شد  PT  تقارنِ

 
1 Woods-Saxon 
2 Rosen-Morse II 
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|𝑉2|  افتد کهفاق میاین مورد زمانی اتّ.  مشاهده کردتوان در آنها  میرا  انرژی    ترازهای ≫ 𝑛  باشد  ،

از  شوند.  ناپدید می  انرژیکنند و از طیفِانرژی پرواز میترازهای  است که  در تعبیری این بدان معن

  انرژی در مدلِ  ترازهای  ازعبور  توان به  صورت گرفته، میدر این زمینه    که اخیراًمطالعاتی  جمله  

جبری ارائه   و روشِآنتی اینستانتون(   - ره ) اینستانتون های فرمیونی در دهوبارد و سیستمبعدی یک

 f(x)    با انتخابِنظر    مورد  در هر دو مدل[.  30-32هایی اشاره کرد ]راچنین گذ  ن شده برای یافت

ات کوانتومی با  ذرّ  توان بررسی کرد.هرمیتی را میشبه -ηهای مختلفی از هامیلتونی  حالت  ،مناسب

مکان  رِثّمؤ  جرم به  مطالعۀ  وابسته  خواص   برای  تعیین  جسمی،  چند  مسائل  در  انرژی    چگالی 

رساناها و همچنین توصیف خواص پیوندهای چندگانه و نقاط  نیم الکترونیکی ساختارهای چندگانۀ

ی  های فیزیکسیستم ۀکاربردهای زیادی در مطالع نیز  غیرهرمیتی های مدل روند. کار میه کوانتومی ب 

 د.  نکوانتومی و ... دار هایمیدان  نظریۀای، فیزیک هستهمانند 
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