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 Abstract 
 
In this work, superposition of spin coherent states composed of two 
qubits is formed and by calculating the geometric measure of mixing of 
the system introduced in this work, the degree of mixedness of the 
studied state is investigated. In the following, the changes in the 
entanglement of the introduced state are studied by using the negativity 
measure. Finally, by drawing the appropriate plots, according to the 
influential parameters in this system, we examine the maximum and the 
minimum of the changes in the mixedness and entanglement and also 
their relationship to the mixed system consisting of two-qubit spin 
coherent states. It was observed that for maximizing α, when the 
changes of parameters indicate the purity of the state, the entanglement 
of the system reaches its maximum value for two-qubit systems. Also, 
for all values of coherence parameter, the entanglement decreases when 
mixedness of the system increases. 
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   هایتنیدگی حالتبررسی ارتباط میزان آمیختگی و درهم

 1  همدوس اسپینی دو جزئی

 مهرزاد اشرفپور* 2 و زهرا ساقی3
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 چکیده: 

کیوبیتی تشکیل و با محاسبه تحلیلی سنجه هندسی  های همدوس اسپینی دو  ای از حالتنهی در این کار، برهم
حالت آمیختگی  میزان  شده،  معرفی  حالت  برای  نظر    اختلاط  می مورد  تغییرات  بررسی  ادامه،  در  شود. 

می درهم قرار  مطالعه  مورد  منفیت  سنجه  بکارگیری  با  نامبرده  حالت  رسم  تنیدگی  با  نیز  نهایت،  در  گیرد. 
و   آمیختگی  تغییرات  کمینه  و  بیشینه  سامانه،  این  در  تأثیرگذار  پارامترهای  حسب  بر  مناسب  نمودارهای 

های همدوس اسپینی دوکیوبیتی امانه آمیخته تشکیل شده از حالتها برای ستنیدگی و نیز ارتباط آندرهم
گردد. ملاحظه گردید که به ازاء  مطالعه می  𝛼 های بیشینه کننده هنگامی که تغییر پارامترها بر خالص بودن   

درهم باشد،  داشته  دلالت  سامانهحالت  برای  مقدار خود  بیشینه  به  سامانه  می تنیدگی  دوکیوبیتی  رسد.  های 
یابد.  تنیدگی آن کاهش می چنین به ازاء تمامی مقادیر پارامتر همدوسی، با افزایش آمیختگی سامانه، درهمهم  

 . تنیدگی، حالت همدوس اسپینی، کیوبیت، حالت آمیختهآمیختگی، درهمواژگان کلیدی: 
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 مقدمه  .1
های کوانتومی،  اختلاط حالتتنیدگی و میزان  از دیدگاه نظریه اطلاعات کوانتومی تعیین میزان درهم

ویژگی جمله  حالتاز  اساسی  ]های  است  کوانتومی  درهم1های  نظری[.  در  کوانتومی    ه تنیدگی 

[. برای آن که  4-2کند ]اطلاعات کوانتومی و ارتباطات و محاسبات کوانتومی نقش اساسی ایفا می

درهم مقدار  حالتاز  در  موجود  به  تنیدگی  شویم،  مطلع  کوانتومی  درهمسنجههای  تنیدگی  های 

به ما در کمی کردن میزان درهم کند. سنجه تنیدگی در سامانه کوانتومی کمک مینیازمندیم که 

هایی که با منبع مستقل اندرکنش  های تشکیل شده از کاواک تنیدگی سامانهمنفیت، در بررسی درهم

ان کوانتومی و در نظریه میدان  بعدی نظریه میدتنیدگی حالت پایه یک[، در محاسبه درهم5کنند ]می

[، در  11-9های کوانتومی بیش از دوجزء ]تنیدگی حالت[، در یافتن میزان درهم8-6هولوگرافی ]

کارلو  -سازی مونت[ و شبیه12ها ]ای و درک ساختار آنذره های بستنیدگی سامانه محاسبه درهم

گیری  ها برای اندازه ترین انتخاب و مناسب   شود. بنابراین سنجه منفیت یکی از بهترین[ استفاده می13]

 باشد.های کوانتومی میتنیدگی حالتدرهم

های واقعی سامانه کوانتومی کافی نیستند و در  های خالص به خودی خود برای بیان وضعیتحالت

توان  های آمیخته می[. از جمله کاربردهای حالت14شود ]های آمیخته استفاده میاین مواقع از حالت 

های  تبدیل حالتهای کوانتومی اشاره کرد که  به استفاده از آمیختگی حداکثری گروهی از حالت 

برگشت تبدیلی  را  به یکدیگر  نوفه  ]پذیر میکوانتومی در حضور  [. همچنین، در مطالعه  15سازند 

بررسی [. در  16های کوانتومی، تعیین میزان آمیختگی سامانه ضروری است ]پدیده واهمدوسی حالت

میزان آمیختگی سامانه ویژگی های کوانتومی مورد مطالعه،  های عدم قطعیت در مدل هایزنبرگ، 

ها با  های آمیخته، موفقیت در انتقال حالت[. در موضوع ترابرد کوانتومی حالت17تأثیرگذار است ]

میزان آمیختگی   [. از این رو، همواره به محاسبه کمی18ارتباط مستقیم دارد ] هامیزان آمیختگی آن

هایی  های آمیختۀ وابسته به نوع آنسامبلتنیدگی حالتمیزان درهم  های کوانتومی نیازمندیم.حالت

حالت میاز  را  آن  که  است  خالص  ]های  درهم19سازند  دقیق  بررسی  لازمه  بنابراین،  تنیدگی  [. 

تن ارتباط میان آمیختگی  ها و نیز یافهای کوانتومی آمیخته، مطالعه میزان آمیختگی آن حالت حالت

-های کوانتومی است. سنجه هندسی اختلاط حالت کوانتومی یکی از مناسبتنیدگی سامانه و درهم

گیری درجه اختلاط حالت کوانتومی است که با توجه به هندسی بودن  ها برای اندازه ترین انتخاب 

-هندسی اختلاط برای اندازه   [. از این رو از سنجۀ20باشد ]اساس تعریف آن، ساده و قابل درک می

های همدوس اسپینی از اهمیت بالایی در  حالت کنیم.ها استفاده مییری میزان آمیختگی حالت گ

-دلیل داشتن کمینه عدمهای کوانتومی به[. این حالت 23-21نظریۀ اطلاعات کوانتومی برخوردارند ]
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[. بنابراین بررسی ارتباط میان  24]  ها به دنیای کلاسیکی هستند ترین حالتقطعیت هایزنبرگ، شبیه

   ها دارای اهمیت است.تنیدگی و آمیختگی این حالت میزان درهم

 توصیف  مدل .2
 [:            22شود ]حالت همدوس اسپینی در شکل کلی آن مطابق زیر تعریف می

(1 )|𝛼𝑖, 𝑗⟩ =
1

(1+|𝛼𝑖|2)𝑗
 ∑ ( 2𝑗

𝑚+𝑗
)

1

2
 𝛼𝑖

𝑗+𝑚 |𝑗, 𝑚⟩𝑗
𝑚=−𝑗                                         

 

آن،   در  و   𝛼𝑖که  همدوسی  ,𝑗|پارامتر  𝑚⟩ ویژه عملگرهای  حالتها  همزمان  با    𝐽𝑧و    𝐽2های 

𝑗(𝑗مقادیر به ترتیب،  ویژه  + 1)ℏ2    و𝑚ℏ    است. با در نظر گرفتن اسپین الکترون و در نتیجۀ آن

𝑗 =
1

2
|و همچنین    

1

2
,

−1

2
⟩ = |و   ⟨0|

1

2
,

1

2
⟩ =  داریم: ⟨1|

(2 )|𝛼𝑖,
1

2
⟩ =

1

√1+|𝛼𝑖|2
 (|0⟩ + 𝛼𝑖|1⟩) = |𝛼𝑖⟩                                                       

 

 صورت زیر تشکیل شده است: هایی بهگیریم که از حالتای را در نظر میسامانه آمیخته دوکیوبیتی

(3 ) 𝜌 =  
1

2
|𝜓1⟩⟨𝜓1| +

1

2
 |𝜓2⟩⟨𝜓2|                                                                      

 

های همدوس اسپینی معرفی شده در هایی از حالت نهی برهم  ⟨𝜓2|و    ⟨𝜓1|های  که در آن حالت

 شوند:صورت زیر تعریف می( است و به2رابطۀ )

|𝜓1⟩ =
1

√N1
 (cos 𝜃 |𝛼1𝛼1⟩ + sin 𝜃 |𝛼2𝛼2⟩)                                                     

(4  )|𝜓2⟩ =
1

√N2
 (cos 𝜑 |𝛼1𝛼1⟩ + sin 𝜑 |𝛼2𝛼2⟩)                                             

 

های کوانتومی آمیخته  ضرایب بهنجارش هستند و برای سامانه   N2و  N1های بالا چنین در رابطههم

تنیدگی را با توجه  دوکیوبیتی، تغییرات آمیختگی و درهمهای همدوس اسپینی  تشکیل شده از حالت

𝛼2به   = −𝛼1 = −𝛼    گرفتن نظر  در  با  نیز  𝜑و  =
𝜋

4
می   سنجه  بررسی  تعریف  برای  کنیم. 

اشمیت میان دو حالت آمیخته نیاز داریم.  -هندسی درجه اختلاط حالت کوانتومی به فاصله هیلبرت

 [: 25شود ]میصورت زیر تعریف اشمیت به-مربع فاصله هیلبرت

(5 )𝑑2(�̂�1, �̂�2) = 𝑇𝑟(�̂�1 − �̂�2)2                                                                           
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های آمیخته اول و دوم است. با استفاده از کمینه  های چگالی حالتماتریس  �̂�2و    �̂�1که در آن،  

صورت زیر  توان به ی کوانتومی را میهااشمیت، سنجه هندسی اختلاط حالت  - مربع فاصله هیلبرت

 بیان نمود: 

(6 )𝐷 = 𝑚𝑖𝑛
|𝜓⟩

𝑇𝑟(�̂� − �̂�𝑝𝑢𝑟𝑒)2                                                                            

 های آمیخته داده شده است. همچنین داریم:ماتریس چگالی حالت  �̂�که 

(7             )                                                        �̂�𝑝𝑢𝑟𝑒 = |𝜓⟩⟨𝜓|                                    

 

سازی نیز روی تمامی است و کمینه  ⟨𝜓|ماتریس چگالی حالت خالص بیان شده توسط بردار حالت  

انجام میحالت ممکن  کوانتومی  های خالص  اختلاط حالت  هندسی  برای سنجه  نهایت  در  گیرد. 

 : [20داریم ]

(8)                                                    𝐷 = ∑ 𝜆𝑖
2

𝑖 + 1 − 2𝜆𝑚𝑎𝑥 = (1 − 𝜆𝑚𝑎𝑥)2 +

∑ 𝜆𝑖                               
2

𝜆𝑖<𝜆𝑚𝑎𝑥
     

 

𝜆𝑚𝑎𝑥برای حالت خالص بجز  = مقادیر صفر هستند. از این رو برای حالت خالص  ،  سایر ویژه 1

𝐷 = مقادیر ماتریس  آید که مطابق با انتظارمان است. همچنین هنگامی که تمامی ویژه دست میبه   0

باشند:    𝜆𝑖چگالی یکسان  =
1

𝑛
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  رابطه این  ابعاد سامانه کوانتومی   𝑛، که در 

قدار سنجه هندسی اختلاط حالت کوانتومی در این حالت  شود. بنابراین بیشینه مبیشینه می  𝐷است،  

 برابر است با: 

(9       )                                     𝐷 =  1 −
1

𝑛
                                                                 

 : و ماتریس چگالی نیز در این مورد خواهد شد

(10   )                                           �̂�𝑚𝑎𝑥 =
1

𝑛
1̂                                                             

 گردد.  که به حالت با بیشترین آمیختگی بازمی

 ( خواهیم داشت: 3مقادیر ماتریس چگالی معرفی شده در رابطه )دست آوردن ویژه با به

𝜆𝑚𝑎𝑥 =
1

2(1 + 𝛼4)((1 + 𝛼2)2 + (−1 + 𝛼2)2sin 2𝜃)
 (1 + 2𝛼2 + 2𝛼4

+ 2𝛼6                                                                
   +𝛼8 + (−1 + 𝛼2)2(1 + 𝛼4)sin 2𝜃

+ √(1 + 𝛼4)3(cos 𝜃 + sin 𝜃)2((1 + 𝛼2)2 + (−1 + 𝛼2)2sin 2𝜃)) 
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𝜆1 =
1

2(1 + 𝛼4)((1 + 𝛼2)2 + (−1 + 𝛼2)2sin 2𝜃)
 (1 + 2𝛼2 + 2𝛼4

+ 2𝛼6                                                                  
    (11 )                                                                            +𝛼8 + (−1 + 𝛼2)2(1 + 𝛼4)sin 2𝜃 −

√(1 + 𝛼4)3(cos 𝜃 + sin 𝜃)2((1 + 𝛼2)2 + (−1 + 𝛼2)2sin 2𝜃))                        
 

توان سنجه هندسی اختلاط بر  (، می8( در رابطه )11آمده از رابطه )دست  مقادیر بهبا قرار دادن ویژه 

برهم پارامترهای همدوسی و  تنیدگی سامانه  برای بررسی درهمدست آورد.  به  𝜃و    𝛼نهی  حسب 

(، از سنجه منفیت  3های همدوس اسپینی دوکیوبیتی معرفی شده در رابطه )آمیخته متشکل از حالت

 [: 6کنیم ]شود، استفاده میکه به صورت زیر تعریف می

(12) 𝑁(𝜌𝐴𝐵) =
‖𝜌𝑇𝐴

‖−1

2
                                                                                       

 

𝜌𝑇𝐴که در این رابطه،  
 است و داریم: 𝐴، ترانهاده جزئی نسبت به زیرسامانه 

 ‖𝜌𝑇𝐴
‖ = 𝑇𝑟√(𝜌𝑇𝐴

)
†

𝜌𝑇𝐴
  . 

( را محاسبه  3تنیدگی سامانه آمیخته معرفی شده در رابطه )توان درهم( می12رابطه )با استفاده از  

   𝛼های مورد استفاده بر حسب پارامترهای تاثیرگذار  توان چگونگی تغییرات سنجهدر ادامه مینمود.  

 را بررسی و مقایسه کرد. 𝜃و  

 

 نتایج .3
دهیم. ز تغییرات پارامترها را مورد تحلیل قرار میافزار متمتیکا، نتایج محاسبات و نیبا استفاده از نرم

رسم شده است. همانطور که    𝜃و    𝛼( تغییرات آمیختگی سامانه بر حسب پارامترهای  1در شکل )

𝜃و    𝛼گردد، سنجه هندسی اختلاط حالت کوانتومی به ازاء تمامی مقادیر  ملاحظه می = 𝑛𝜋 −
𝜋

4
= 𝛼بجز در     بیشینه    5/0،  0 آنسامبلمقداری است که میاست که  آمیختگی  برای  های  توان 

𝜃دست آورد. لازم به یادآوری است که سنجه هندسی اختلاط هنگامیکه   دوکیوبیتی به = 𝑛𝜋 +
𝜋

4
صفر است چرا که در این حالت با ماتریس چگالی حالت خالص    𝛼باشد، به ازاء تمامی مقادیر    

 رو به رو خواهیم شد.  
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 𝛼های همدوس اسپینی برحسب  ب:  تغییرات آمیختگی سامانۀ دوکیوبیتی تشکیل شده از حالت نمودار الف و 1شکل 

 : الف: نمودار و ب: توزیع آمیختگی سامانه. 𝜃و 

 

( را با استفاده از رابطه  3تنیدگی سامانه آمیخته معرفی شده در رابطه )تغییرات درهم(  2در شکل )

= 𝛼تنیدگی سامانه به ازاء  مطابق انتظارمان، درهم  ایم.رسم کرده   𝜃و    𝛼(، برحسب پارامترهای  12)

= 𝛼و نیز به ازاء    𝜃و تمامی مقادیر    0 𝜃و     ±1 = 𝑛𝜋 −
𝜋

4
چنین به ازاء   رود. هماز بین می  

𝛼 = 𝜃و   ±1 = 𝑛𝜋 +
𝜋

4
های دوکیوبیتی آمیخته  تنیدگی خود برای آنسامبل، در بیشینه درهم

 قرار دارد.

 

 

: الف:  𝜃و   𝛼های همدوس اسپینی برحسب  تنیدگی سامانه دوکیوبیتی تشکیل شده از حالتتغییرات درهم 2شکل 

 تنیدگی سامانه. نمودار و ب: توزیع درهم 
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تنیدگی سامانه دوجزئی معرفی شده رابطه میان آمیختگی و درهم 𝛼چنین به ازاء مقادیر متفاوت هم

( بررسی شده که در شکل  این کار  ازاء  3در  به   )𝛼تغییرات آن است.  های مختلف  ها رسم شده 

( شکل  در  که  می3همانطور  مشاهده  مقادیر  (  تمامی  ازاء  به  آمیختگی،    𝛼شود،  میزان  افزایش  با 

های  𝛼تنیدگی سامانه در  رسد و بیشترین میزان درهمیابد و به صفر میتنیدگی سامانه کاهش میرهمد

های  𝛼دهد که سامانه بدون آمیختگی باشد. همچنین، این روند کاهشی در  متفاوت هنگامی رخ می

سریع میبزرگتر  رخ  ازاء  تر  به  که  طوری  به  = 𝛼دهد  سریع  ±4 شکل،  این  افت در  ترین 

= 𝛼چنین به ازاء  تنیدگی را شاهد هستیم. هممدره تنیدگی  هرچه آمیختگی بیشتر شود، درهم  ±1

با قرار گرفتن سامانه در حالت خالص، در بیشینه درهمحالت کاهش می تنیدگی  یابد تا جایی که 

میختگی  گیرد اما هنگامی که سامانه در بیشترین میزان آقرار می  5/0های دوکیوبیتی یعنی  برای سامانه

𝛼رود. در  تنیدگی سامانه از بین میخود قرار بگیرد، درهم = ±2, ±3, که سامانه ، هنگامی±4

چنین است. هم  062/0و    109/0،  23/0تنیدگی آن به ترتیب،  در حالت خالص قرار داشته باشد، درهم

𝛼رسد، در  می  5/0هنگامی که سامانه به بیشینه مقدار آمیختگی خود یعنی    = تنیدگی  درهم  ±2

در   083/0  ،𝛼 = در    099/0تنیدگی  درهم  ±3 𝛼و  = بود.    102/0تنیدگی  درهم  ±4 خواهد 

که سامانه در حالت خالص قرار داشته باشد، به تدریج حد بیشینه  هنگامی 𝛼بنابراین با افزایش میزان  

 یابد. تنیدگی کاهش و نیز با قرارگرفتن در بیشینه آمیختگی، افزایش میدرهم

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

های همدوس اسپینی بر حسب  تنیدگی سامانه دوکیوبیتی تشکیل شده از حالتنمودار تغییرات درهم  3شکل 

 .𝛼مقادیر مختلف پارامتر همدوسی   آمیختگی به ازاء
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 گیرینتیجه .4
تنیدگی  در این کار، با محاسبات تحلیلی و رسم نمودارها چگونگی ارتباط بین آمیختگی و درهم

از   آمده  بدست  نتایج  اساس  بر  گرفت.  قرار  تحلیل  و  بررسی  مورد  شده،  معرفی  دوجزئی  سامانه 

ازاء   به  تحلیلی،  ) 𝛼محاسبات  کننده  بیشینه  = 𝛼های  آنسامبل  ±1 اختلاط  میزان  افزایش  با   ،)

الی  تنیدگی آن از مقدار بیشینه خود کاهش یافته است. سپس در حوهمدوس اسپینی مورد نظر، درهم

یابد.  ( به کمترین مقدار خود )یعنی صفر( تقلیل می5/0های دوجزئی )یعنی  بیشینۀ اختلاط برای سامانه

های  𝜃ها و  𝛼تنیدگی سامانه مورد مطالعه به ازاء  چنین بیشینگی در هر دو مورد آمیختگی و درهمهم

𝛼ای که برای  افتد، به گونهمتفاوت اتفاق می = 𝜃و    ±1 = 𝑛𝜋 +
𝜋

4
تنیدگی و به ه درهمبیشین  

𝜃به جز صفر و    𝛼ازاء تمامی مقادیر   = 𝑛𝜋 −
𝜋

4
های دوجزئی را بیشینه آمیختگی برای سامانه  

𝛼های بیشینه کننده یعنی   𝛼های انجام شده و نمودارها به ازاء  خواهیم داشت. مطابق با بررسی =

تنیدگی سامانه به  شد، درهم، هنگامی که تغییر پارامترها بر خالص بودن حالت دلالت داشته با ±1

𝜃چنین در  رسد. هممی  5/0های دوکیوبیتی یعنی  بیشینه مقدار خود برای سامانه  = 𝑛𝜋 +
𝜋

4
به ازاء    

ها  ، سامانه در حالت خالص قرار دارد و از این رو بدون آمیختگی است. طبق بررسی𝛼تمامی مقادیر  

𝛼به جز     𝛼تنیدگی به ازاء تمامی مقادیر  درهم = رود که نتایج تحلیلی  وجود دارد. انتظار می،  0

های معرفی شده در این کار برای  تنیدگی و اختلاط حالت بدست آمده در مورد ارتباط میزان درهم

درهم تغییرات  چگونگی  حالت مطالعه  اطلاعات  تنیدگی  فرآیند  در  استفاده  مورد  کوانتومی  های 

 کوانتومی مفید باشد. 

 تقدیر و تشکر. 6
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