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Abstract  
In this paper, we are going to study the fluid around nanoparticles and their 
hydrodynamic size, completely. First, we obtain the complete set of relations 
of the velocity equations and the velocity vector field around a spherical 
nanoparticle. For this, we use Stokes' analytical method with boundary 
conditions. Using the velocity vector field equations, we obtain the stress 
tensor components on the sphere surface and the fluid resistance force on the 
nanoparticle. In the next step, we consider the hydrodynamic diameter of the 
particle to be the diameter at which the fluid no longer moves effectively with 
the particle, and we obtain a description for this quantity from the equations 
of velocity. We will examine and find a significant correlation between these 
values. In the experimental part, gold nanoparticles with a diameter of 12 nm 
are synthesized and characterized by the Turkevich method. The diameter and 
hydrodynamic diameter of particles are measured using an electron 
microscope (TEM) and dynamic light scattering (DLS). By numerical fitting 
the Fortran 90 programming code and using experimental data, we were able 
to estimate the relative velocity of the particles relative to the fluid. These 
studies can be a useful method for the experimental and theoretical study of 
resistance force and dispersion of nanoparticles in colloidal media and have 
many applications in experimental applications of nano colloids such as 
nanoparticle drug delivery.  
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بررسی سیال اطراف نانوذرات به روش استوکس و محاسبه شعاع  

 1هیدرودینامیکی نانو ذرات طلا سنتز شده به روش احیاء 

 
 3و عادل زارع طزرقی 2*احسان کوشکی

 

 1400/ 19/06تاریخ دریافت: 

 21/08/1400تاریخ بازنگری: 

 20/10/1400تاریخ پذیرش: 

 
 چکیده: 

ها خواهیم داشت. در ابتدا ر این مقاله بررسی کاملی بر سیال اطراف نانوذرات و اندازه هیدرودینامیکی آند
آوریم.  میدان برداری سرعت در اطراف یک نانو ذره کروی را به دست می روابط کامل معادلات سرعت و  

بریم. به کمک معادلات بردار سرعت،  به این منظور  از روش تحلیلی استوکس همراه با شرایط مرزی سود می 
های تانسور تنش روی سطح کره و نیروی مقاومت سیال بر روی نانو ذره خواهیم رسید. در گام بعد  به مؤلفه

گیریم که سیال دیگر به صورت تاثیرگذار همراه ذره حرکت طر هیدرودینامیکی ذره را، قطری در نظر می ق 
رسیم و تاثیرات سرعت نسبی ذره به  کند. همچنین، از معادلات سرعت به تعریفی برای این کمیت می نمی 

قادیر خواهیم رسید. در بخش  دار بین این مسیال و گرانروی سیال بر این کمیت را بررسی و به ارتباطی معنا
شوند. اندازه حقیقی و اندازه یابی می نانومتر به روش ترکویچ سنتز و مشخصه  12تجربی، نانو ذرات طلا با قطر  

 (DLS)و پراکندگی نور دینامیکی    (TEM)هیدرودینامیکی ذرات به کمک میکروسکوپ گذار الکترونی  
های تجربی، و استفاده از داده  90رنامه نویسی به زبان فرترن  شوند. با برازش عددی در کد بگیری می اندازه

تواند روشی مفید برای مطالعه  توانستیم سرعت نسبی ذرات نسبت به سیال را برآورد کنیم. این مطالعات می 
محیط در  ذرات  نانو  پخش  و  مقاومت  تئوری  و  در  تجربی  فراوانی  کاربردهای  و  باشد  کلوئیدی  های 

 رسانی به کمک نانوذرات داشته باشد.  از نانو کلوئیدها مانند دارو  های تجربی استفاده

کلیدی: نور    واژگان  پراکندگی  هیدرودینامیکی،  شعاع  طلا،  نانوذرات  سیال،  سرعت،  برداری  میدان 
 .دینامیک
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 مقدمه  .1
فعال از  یکی  نانو  است.    ترین فناوری  کاربردی  مدرن روش  و   پژوهشهای  زمینه علوم    در  های 

سالبرنامه در  نانوذرات  کاربردی  فرد  گذشتههای  های  به  منحصر  دلیل  ویژگی  به  و    های بودن 

میکروشاره در علوم و  .  ]2-1[در صنعت رو به افزایش است  هاآن  شناسیزیستشیمیایی، فیزیکی و  

شناسی، شیمی، صنعت نفـت و    صنایع مختلفی از جمله فیزیک، مهندسی مکانیک، پزشکی، زیست 

و  مـی  گـاز  بـرده  کار  به  شـاخهغیره  میکروشـاره  بـا    ی اشـود.  کـه  است  سیالات  دینامیـک  از 

اند، سروکار هایی که در ابعاد میکرومتر ساخته شده تولیـد و کنتـرل مایعـات در دستگاه   یهـاروش

در محدودد.  دار مایعات  رفتار  واقع  تـا حـد  ه در  از    ی میکرو  عواملابعاد  متفـاوت  است.  ی  ماکرو 

سطحی    1گرانروی همچون   کشش  مـیو  ایفـا  میکروسـیالات  در  مهمی  از    یبسیار  .کننـدنقش 

داریم روان آنها سروکار  با  پیچیده که  ب  2بـرش  سیالات  اهستند،  افزایش آهنگ    یین معنه  با  که 

)وبـرش فـاز جامـد در  یابدمیهـا کاهش  آن   ی( شکسـان، چسبندگی  یـک  اضافه و پخش کردن   .

دهد. اگر فاز جامـد از ذرات زیر میکرون تشکیل  میسوسپانسیون را تشکیل یک   یسیال نیوتن یـک

پایین این سیالات معمولا رفتار    یها شود که در غلظتمینامیده  ی  شده باشد، سوسپانسیون کلوییـد

باید از  . برای اینکه بتوانیم حرکت یک نانوذره را در سیال بررسی کنیم  دهندمیاز خود نشان    ی نیوتن

 [. 3بهره ببریم ] 3استوکس -ناویر ۀمعادل

های مختلف توسط بسیاری از افراد دوباره نویسی شده است. این  استوکس با استدلال  -ناویر ۀمعادل

معادلات  معادله توانست دلیل حرکت آرام برخی از مایعات چسبناک را توضیح دهد. در حقیقت  

آن  -ناویر از  پس  ناویراستوکس،  لویس  کلود  استوکسو    4که  گابریل  سیالات   5جورج  حرکت 

گذاری شد. این معادلات با به کار بردن قانون دوم  ردند، نامرا تشریح ک   دارای گرانرویناپذیر  تراکم

ر کنار این فرض که تنش در سیال شامل یک جمله د و دآیننیوتن برای حرکت سیال به دست می

جمله   گرانروی یک  اضافه  به  گرادیان سرعت(  به  از   )مربوط  می  حاصل  بیان  باشدفشار  به  قادر   ،

استوکس نقش اساسی در علم دینامیک سیالات محاسباتی    -ویرمعادلات نا   [.4دینامیک سیال است ]

توربوماشین و علوم آیرودینامیک    کند و کاربرد آن در برای تحلیل عددی جریان سیال بازی می

های  ترین معادلات هستند زیرا فیزیک بسیاری از پدیده پرکاربرد  این معادلات یکی ازمشهود است.  

ی چون  توان به مواردهای این معادلات میاز کاربرد.  کنندمی  سود اقتصادی را تشریح  با   علمی و
 

1 Viscosity 
2 Shear thinning 
3 Navier–Stokes equations 
4 Claude-Louis Navier 
5 George Gabriel Stokes 

https://en.wikipedia.org/wiki/Claude-Louis_Navier
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
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)بال(،   ایرفویل های اقیانوسی، جریان جاری در یک لوله، جریان اطراف یکهوا، جریان  سازیمدل  

آمدی  های بسیار کار. در حقیقت این معادله جواب اشاره کردو غیره  حرکت ستارگان در کهکشان

استفاده   تواند ابزار بسیار خوبی در بیان حرکت نانوذرات در سیال نیوتنی باشد.دهد و میرا به ما می

پذیر است  گون و چندوجهی امکانهای دیگری از نانو ذرات طلا مانند بیضیاز این روش برای شکل

تر خواهند شد.  ملاحظات ریاضی و روابط فیزیکی تغییر خواهند نمود و بسیار دشوار  گمانبیولی  

 توان با تقریب خوبی از این مدل استفاده نمود.تی که شبه کروی هستند میبرای ذرا

بریم. دلیل این انتخاب آن  در این مقاله مدل ریاضی اثبات شده را برای نانو ذرات طلا به کار می

های مختلفی  است که سنتز نانو ذرات طلا ساده و کم هزینه است و کاربردهای بسیار زیادی در حوزه 

صنعت و علم، همچون فوتوآکوستیک، دارو رسانی، تصویر برداری پزشکی، اپتیک غیرخطی و از 

های سطحی از جمله  ای از عاملتر اینکه در حین سنتز این نانو ذرات، هاله غیره، دارد. از همه مهم

پوشانده یون را  ذره  اطراف  سیترات  عامل های  به  نیازی  دیگر  و  آناند  سطح  کردن  جهت  دار  ها 

  [.7-5سازی در کلوئید نیست ]پراکنده 

 

 تئوری  .2

های تانسور تنش و سرانجام  خواهیم از روش استوکس استفاده و معادلات سرعت سیال، مؤلفه می

ی  کنیم. نیروی کاهنده ای متحرک داخل یک سیال نیوتونی را بررسی  نیروی کشش وارد بر کره 

داخل بین ذرات در مقایسه با نیروی گرانروی  های  آید که نیرو تحت شرایطی به دست می  1استوکس

 چیز باشند.نا

 معادلات میدان سرعت سیال  1ـ2
کند. سرعت ذره نسبت به شاره  داخل یک شاره حرکت می  aو شعاع    mفرض کنید ذره ای به جرم  

است. برای یافتن سرعت شاره )میدان سرعت شاره( اطراف ذره از    v( برابر  ∞ی کافی دور)به اندازه 

[. با 8-9] کنیمتعریف می   𝜓را با    3کنیم. تابع جریان استوکس استفاده می  2استوکس   -ی ناویرمعادله

دهند. مانند این است که  ، میدان سرعت را به ما می𝜓، مشتقات  𝜓ی دیفرانسیل برای  کاهش معادله

توان به فشار اطراف  می  vو    𝜓پتانسیل الکتریکی را به جای میدان الکتریکی به کار ببریم. با یافتن  

استوکس را با این    -دهد .در ابتدا معادله ناویرذره رسید که استرس)تنش( اطراف کره را به ما می

 
1 Stokes drags 
2 Navier-Stokes 
3 Stokes stream function 
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پذیر را به صورت زیر داریم  ک سیال تراکماستوکس برای ی  -ی ناویردهیم. معادلهشرایط کاهش می

[10-11]  : 

ρD (
∂�⃗� 

∂t
+ (𝑣 . ∇⃗⃗ )𝑣 ) = −∇⃗⃗ p + μ∇2𝑣 + 𝑓     (1 )  

 

هر نیروی خارجی است که به کره وارد  fگرانروی و  μ فشار،    pسرعت،     v⃗چگالی سیال،    ρDکه  

𝑅𝑒کم باشد؛    1کنیم عدد رینولدزشود. فرض می =
𝑣𝑙𝜌

𝜇
  aی  طول مشخصه از مرتبه  l، که در آن  

. v⃗)ی درونی اند، پس جملهی نزدیک به کره است. این یعنی نیروهای گرانروی غالبدر ناحیه ∇)v⃗  

نمی نظر  در  معادلهرا  در آن  که  هستیم  پایدار  دنبال یک حل  به  ما  ناویرگیریم.  به    -ی  استوکس 

 صورت زیر کاهش یابد:

∇⃗⃗ p = μ∇2𝑣                          (2       )                                           

v∂=  0ثابت و    vصفر است )  و سمت چپ معادله کاملاَ  f(،  1)  ۀچون در معادل

∂t
است( واز طرفی طبق    

 کب داریم:-رابطه بک

∇⃗⃗ × (∇⃗⃗ × 𝑣 ) = ∇⃗⃗ (∇⃗⃗ . 𝑣 ) − ∇2𝑣      (3 )  

 پیوستگی:ی پذیر است، پس بنابر معادلهناو نیز از طرفی مایع تراکم
∂ρD

∂t
+ ρ∇⃗⃗ . 𝑣 = 0     

∇⃗⃗ . 𝑣 =  ( داریم:2است و از معادله ) 0

∇⃗⃗ p = −μ∇⃗⃗ × (∇⃗⃗ × 𝑣 ) = −μ∇⃗⃗ × Ω⃗⃗       (4 )  

 

Ωکه   = ∇⃗⃗ × 𝑣   میدان سرعت نام گرداب  )  2با  به شکل  توجه  با  است.  تقارن  1تعریف شده   ،)

 شود: کروی مسئله منجر به میدان سرعت با تقارن محوری می

𝑣 = 𝑣r(r, θ)êr + 𝑣θ(r, θ)êθ                               (5)    

 
1 Reynolds number 
2 Vorticity of the velocity field   
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 میدان سرعت شاره و تقارن محوری آن حول سرعت اصلی.  1 شکل 

 

هستیم، دیورژانس   استوکس  تابع جریان  دنبال  به  . ⃗⃗∇)اکنون  𝑣 )𝑣     برای هر در مختصات کروی 

 شود:میدان سرعت با تقارن محوری داده می

∇⃗⃗ . 𝑣 =
1

r2
∂

∂r
(r2𝑣r) +

1

rsinθ

∂

∂θ
(𝑣θsinθ)    (6 )  

 

  ۀدر دستگاه کروی است. برای آن که در معادل  φکه همان تعریف دیورژانس بدون بخش سمتی 

(6  ،)∇⃗⃗ . 𝑣 =  برآورده شود، باید داشته باشیم: 0

𝑣r =
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
،𝑣θ =

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝑟
      (7 )  

 

 ( به ترتیب خواهند شد: 6جملات اول و دوم معادله )

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝑣r) =

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2 ×

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝑟
) =

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝑟𝜕𝜃
 

1

rsinθ

∂

∂θ
(𝑣θsinθ) =

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃 ×

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝑟
) =

−1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝑟𝜕𝜃
 

 

این جا می  ۀجمع دو جمل از  برابر صفر است،  تابع  بالا  با  تنها  نتیجه گرفت که میدان سرعت  توان 

,𝜓(𝑟جریان   𝜃)  استوکس    -ی کاهش یافته ناویرشود. به منظور یافتن تابع جریان از معادلهمعرفی می

 یابیم:را می Ω(،  4ی )معادله
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Ω⃗⃗ = ∇⃗⃗ × 𝑣 = Ω𝑟�̂�𝑟 + Ω𝜃�̂�𝜃 + Ω𝜑�̂�𝜑     (8 )  

 دارد:  𝜑ی  فقط مؤلفه Ωتقارن محوری دارد )سرعت باید محوری باشد(،    𝑣جا که  حال از آن 

Ω = ∇⃗⃗ × 𝑣 =
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 ||

�̂�𝑟 𝑟�̂�𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃�̂�𝜑

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝑣𝑟 𝑟𝑣𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑣𝜑 = 0

||

=
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
[𝑟�̂�𝜃 (

𝜕

𝜕𝜑
𝑣𝑟 −

𝜕

𝜕𝑟
(0))

+ 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃�̂�𝜑 (
−𝜕

𝜕𝜃
𝑣𝑟 +

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑣𝜃))

+ �̂�𝑟 (
𝜕

𝜕𝜃
(0) −

𝜕

𝜕𝜑
(𝑟𝑣𝜃))]

=
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
�̂�𝜑 (+

𝜕(𝑟𝑣𝜃)

𝜕𝑟
−

𝜕(𝑣𝑟)

𝜕𝜃
)

= �̂�𝜑

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
× 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 × (−

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑣𝜃))

= �̂�𝜑

1

𝑟
(
𝜕(𝑟𝑣𝜃)

𝜕𝑟
−

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
) 

 دارد:  êφی فقط مؤلفه Ωدر نتیجه  

Ω𝜑 =
1

𝑟
(
𝜕(𝑟𝑣𝜃)

𝜕𝑟
−

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
)            (9 )  

 کنیم: (، جایگذاری می7)  ۀدر این رابطه از معادل

Ω𝜑 =
1

𝑟
(

𝜕

𝜕𝑟
(−

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝑟
) −

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
)) =

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
(
𝜕2𝜓

𝜕𝑟2) −

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟3𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
) =

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
(

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2 +
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
)) =

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝐸2𝜓   (10   )  

 

 ایم: را تعریف کرده  E2دیفرانسیلیکه در آن عملگر 

𝐸2 =
𝜕2

𝜕𝑅2
+

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
)     (11)              

 دهیم: ( قرار می4آن را در معادله )
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∇⃗⃗ 𝑝 = −𝜇∇⃗⃗ × Ω⃗⃗ = −𝜇 ×
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
|

�̂�𝑟 𝑟�̂�𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃�̂�𝜑

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜑

Ω𝑟 𝑟Ω𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛Ω𝜑

|  

    
 توان نوشت: ( می10)با استفاده از معادله 

∇⃗⃗ 𝑝 =
−𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
(�̂�𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃Ω𝜑) − 𝑟�̂�𝜃

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃Ω𝜑)) 

=
−𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
(�̂�𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 ×

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝐸2𝜓)

− 𝑟�̂�𝜃

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 ×

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝐸2𝜓)) 

=
𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
× (�̂�𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓) + �̂�𝜃𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝐸2𝜓)) 

 دهد: که نتیجه می

∇⃗⃗ 𝑝 =
𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓)�̂�𝑟 −

𝜇

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝑟
(𝐸2𝜓)�̂�𝜃          (12)               

 داریم:  ⃗⃗∇از طرفی طبق تعریف 

∇⃗⃗ 𝑝 = �̂�𝑟
𝜕𝑝

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
�̂�𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑝

𝜕𝜑
�̂�𝜑                                                                                                                                                (13 )  

 ( داریم:13( و )12های معادلات )با مساوی قرار دادن مؤلفه 
𝜕𝑝

𝜕𝑟
=

𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓)     ,    

𝜕𝑝

𝜕𝜃
=

−𝜇

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝑟
(𝐸2𝜓),

𝜕𝑝

𝜕𝜑
= 0   (14)                

 

 شود به: منجر میهای عرضی این معادلات مشتق
𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) =

𝜇

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓))    ,      

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑝

𝜕𝜃
) =

−𝜇

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝐸2𝜓)      (15)          

 

 جا که این دو معادله باید برابر باشند، داریم: از آن 

𝜇

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝐸2𝜓) +

𝜇

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓)) = 0 
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𝜕2

𝜕𝑟2
(𝐸2𝜓) +

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓)) = 0 

 و در نتیجه: 

𝐸2(𝐸2𝜓) = 0        (16)                

 توان تابع جریان استوکس را نوشت: ( می11)  ۀاز معادل

[
𝜕2

𝜕𝑟2
+

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
)]

2

𝜓 = 0      (17 )              

 زیرند: کنیم که به قرار شرایط مرزی را اعمال می

,𝑣(𝑎شرط غیرلغزشی روی سطح کره : -1 𝜃) = 0. 

 است. 𝑣شار یکنواخت است و سرعت شار در نقاط دور از کره برابر   -2

 نویسیم:( چنین می7ی )شرط اول را با کمک معادله
𝜕𝜓

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 0    ,      
𝜕𝜓

𝜕𝜃
|
𝑟=𝑎

= 0                            (18 )  

این است که اگر جهت حرکت سیال در نقاط دور را موازی محور   (،  θ=0بگیریم)  zشرط دوم 

 (: 2داریم )شکل 

lim
𝑟→∞

𝑣𝑟 = 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃   ,       lim
𝑟→∞

𝑣𝜃 = −𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃                              (19)   

 

 
 کروی.  - های سرعت شاره اطراف کره در مختصات قطبیمؤلفه 2شکل 

 
 ( داریم:7. از )𝑣باز نویسی شوند تا   𝜓شرایط مرزی نیاز دارند تا به عنوان نیاز و لزومی بر این 
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(20                                                                  )                                                                                              

 
 
 

وابسته    rبه    F(θ)و    θبه    F(r)که در آن  

 باشد و شرایط مرزی باید بازنویسی شود:  F(r)=F(θ)=0نیست، پس باید 

lim
𝑟→∞

𝜓 =
1

2
𝑣𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃                              (21 )  

 به صورت کلی زیر است:  𝜓پس حل  

𝜓 = 𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃                              (22 )  

 
 دهیم: اثر می 𝜓را بر   E2عملگر 

𝐸2𝜓(𝑟, 𝜃) = 𝐸2(𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃)

=
𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃) +

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃)) 

=
𝑑2𝑓(𝑟)

𝑑𝑟2
𝑠𝑖𝑛2𝜃 −

2𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑟2
 

= (
𝑑2

𝑑𝑟2
−

2

𝑟2
)𝑓(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑔(𝑟)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

 

g(r)که در آن فرمول   = (
d2

dr2
−

2

r2
) f(r)  :گرفته شده است و حال 

E2(E2(ψ)) = E2(E2(f(r)sin2θ)) = E2(g(r)sin2θ) 
 

 کنیم:استفاده می gاز  fرویم و تنها به جای  همچون اثبات قبل پیش می

E2(E2(ψ)) = (
d2

dr2
−

2

r2
) g(r)sin2θ = (

d2

dr2
−

2

r2
) f(r)sin2θ               (23 )  

 
E2(E2𝜓)چون    =  تواند غیرصفر باشد پس: می sin2θ( و  16است )از معادله  0

(
𝑑2

𝑑𝑟2 −
2

𝑟2)
2

𝑓(𝑟) = 0                                 (24 )  

f(r)اگر  = rα  :را به عنوان یک جواب عمومی در نظر بگیریم، خواهیم داشت 
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(
𝑑2

𝑑𝑟2
−

2

𝑟2
)

2

𝑟𝛼 = 0 

(
𝑑2

𝑑𝑟2
−

2

𝑟2
)(

𝑑2

𝑑𝑟2
−

2

𝑟2
) 𝑟𝛼 = 0  

→ (
𝑑2

𝑑𝑟2
−

2

𝑟2
) (𝛼(𝛼 − 1)𝑟𝛼−1 − 2𝑟𝛼−2) = 0 

 شود: که از آن نتیجه می

(𝛼(𝛼 − 1) − 2)((𝛼 − 2)(𝛼 − 3) − 2) = 0               (25 )  

 در نتیجه:

𝛼(𝛼 − 1) − 2 = 0 → 𝛼 = −1, 2 
(𝛼 − 2)(𝛼 − 3) − 2 = 0 → 𝛼 = 1, 4 

 
αپس   = −1, 1, 2,  توان جواب را به صورت زیر نوشت: است و می 4

𝜓 = (𝐴𝑟−1 + 𝐵𝑟 + 𝐶𝑟2 + 𝐷𝑟4)𝑠𝑖𝑛2𝜃                 (26 )  

 ( داریم:21.  از )21و   18مرزی باید اعمال شوند؛ شرایط چهار شرط 

𝐶 =
1

2
𝑢  ,   𝐷 = 0 

 ( داریم:18و از شرط )
𝜕𝜓

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑎

= 0 →
−𝐴

𝑎2 + 𝐵 + 2(
1

2
𝑣) 𝑎 = 0 →

−𝐴

𝑎2 + 𝐵 + 𝑣𝑎 = 0               (27 )  
𝜕𝜓

𝜕𝜃
|
𝑟=𝑎

= 0 →
𝐴

𝑎
+ 𝐵𝑎 +

1

2
𝑣𝑎2 = 0                  (28 )  

−𝐴

𝑎2
+ 𝐵 = −𝑣𝑎 → 𝐵 = −𝑣𝑎 +

𝐴

𝑎2
 

𝐴

𝑎
+ 𝐵𝑎 = −

1

2
𝑣𝑎2 →

𝐴

𝑎
− 𝑣𝑎2 +

𝐴

𝑎
= −

1

2
𝑣𝑎2 →

2𝐴

𝑎
=

1

2
𝑣𝑎2 

→ A =
1

4
𝑣𝑎3 → 𝐵 = −𝑣𝑎 +

1

4

𝑣𝑎3

𝑎2
= −𝑣𝑎 +

1

4
𝑣𝑎 =

−3

4
𝑣𝑎     , B

=
−3

4
𝑣𝑎 

𝜓 = (
1

4

𝑣𝑎3

𝑟
−

3

4
𝑣𝑎𝑟 +

1

2
𝑣𝑟2) 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝜓 = 𝑣 (2𝑟2 − 3𝑎𝑟 +
𝑎3

𝑟
) 𝑠𝑖𝑛2𝜃                 (29)   

 توان نوشت:( می7)  ۀمعادلحال از 
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𝑣𝑟 =
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
=

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
×

1

4
𝑣 (2𝑟2 − 3𝑎𝑟 +

𝑎3

𝑟
) × 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 

= 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (1 −
3𝑎

2𝑟
+

𝑎3

2𝑟3
) 

 و نیز: 

𝑣𝜃 =
−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝑟
=

−1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
×

1

4
𝑣 (4r − 3𝑎 +

𝑎3

𝑟2
) 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

= −𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃(1 −
3𝑎

4𝑟
−

𝑎3

4𝑟3
) 

𝑣 = 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (1 −
3𝑎

2𝑟
+

𝑎3

2𝑟3
) �̂�𝑟 − 𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃(1 −

3𝑎

4𝑟
−

𝑎3

4𝑟3
)�̂�𝜃   (30 )               

 

( معادله بردار سرعت سیال در هر نقطه از فضای اطراف ذره است. به کمک این معادله  30رابطه )

 سازی نمود.  توان میدان سرعت سیال را شبیه می

 

 کاهندهمحاسبه تانسور تنش و نیروی  2ـ2
 را به دست آورید.  E2ψرسیم. باید  می Fو در نهایت به  pکنیم و به ( استفاده می14از معادلات )

 

𝐸2𝜓 = (
𝜕2

𝜕𝑟2
+

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
))(

𝑣

4
(2𝑟2 − 3𝑎𝑟 +

𝑎3

𝑟
)) 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

=
𝑣

4
(4 − 0 +

2𝑎3

𝑟3
) 𝑠𝑖𝑛2𝜃

+
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃
× 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃

×
𝑣

4
(2𝑟2 − 3𝑎𝑟 +

𝑎3

𝑟
)) 

= (𝑣𝑠𝑖𝑛2𝜃 +
𝑣𝑎3

2𝑟3
𝑠𝑖𝑛2𝜃)

+ (
−𝑣𝑠𝑖𝑛2𝜃

2𝑟2
× 2𝑟2 +

𝑣𝑠𝑖𝑛2𝜃

2𝑟2
× 3𝑎𝑟 −

𝑣𝑠𝑖𝑛2𝜃

2𝑟2
×

𝑎3

𝑟
) 

=
3𝑎𝑣

2𝑟
𝑠𝑖𝑛2𝜃 
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 توان نوشت:پس می

𝐸2𝜓 =
3𝑎𝑣

2𝑟
𝑠𝑖𝑛2𝜃          (31)               

= 𝑣میدان سرعت را     v⃗اگر   𝑣𝑥𝑖̂ + 𝑣𝑦𝑗̂ + 𝑣𝑧�̂�    گرفته و از آن گرادیان بگیریم، یک تانسور

 دهد:می

∇⃗⃗ . 𝑣 = (�̂�
𝜕𝑣 

𝜕𝑟
+ 𝜃

1

𝑟

𝜕𝑣 

𝜕𝜃
+ �̂�

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣 

𝜕𝜑
) 

= (�̂�
𝜕

𝜕𝑟
(𝑣𝑟�̂� + 𝑣𝜃𝜃 + 𝑣𝜑�̂�) + 𝜃

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝑣𝑟�̂� + 𝑣𝜃𝜃 + 𝑣𝜑�̂�)

+ �̂�
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(𝑣𝑟 �̂� + 𝑣𝜃𝜃 + 𝑣𝜑�̂�)) 

= �̂� (
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
�̂� + 𝑣𝑟

𝜕�̂�

𝜕𝑟
) + �̂� (

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
𝜃 + 𝑣𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑟
) + �̂� (

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝑟
�̂� + 𝑣𝜑

𝜕�̂�

𝜕𝑟
)

+ 𝜃 (
1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
�̂� +

1

𝑟
𝑣𝑟

𝜕�̂�

𝜕𝜃
) + 𝜃 (

1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
𝜃 +

1

𝑟
𝑣𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝜃
)

+ 𝜃 (
1

𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜃
�̂� +

1

𝑟
𝑣𝜑

𝜕�̂�

𝜕𝜃
)

+ �̂� (
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜑
�̂� +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑣𝑟

𝜕�̂�

𝜕𝜑
)

+ �̂� (
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜑
𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑣𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝜑
)

+ �̂� (
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜑
�̂� +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑣𝜑

𝜕�̂�

𝜕𝜑
) 

از جدول   بردارهای یکه در مختصات کروی را  جایگذاری و ساده کنیم خواهیم    1اگر مشتقات 

 داشت: 
 کروی. -مشتقات بردارهای یکه در مختصات قطبی 1جدول 

�̂� �̂� �̂� 
 

 

0 0 0 𝜕

𝜕𝑟
 

0 −�̂� �̂� 
𝜕

𝜕𝜃
 

−(�̂�𝑠𝑖𝑛𝜃 + �̂�𝑐𝑜𝑠𝜃) �̂�𝑐𝑜𝑠𝜃 �̂�𝑠𝑖𝑛𝜃 
𝜕

𝜕𝜑
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∇⃗⃗ . 𝑣 = 𝑟̂ �̂� (
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
) + �̂�𝜃 (

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
) + �̂��̂� (

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝑟
) + 𝜃�̂� (

1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
) + 𝜃𝜃 (

1

𝑟
𝑣𝑟)

+ 𝜃𝜃 (
1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
) + 𝜃�̂� (−

1

𝑟
𝑣𝜃) + 𝜃�̂� (

1

𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜃
)

+ �̂��̂� (
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜑
) +

1

𝑟
𝑣𝑟�̂��̂� +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜑
�̂�𝜃

+
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜑
�̂��̂� +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑣𝜑(−𝑠𝑖𝑛𝜃)�̂��̂�

+
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑣𝜑(−𝑐𝑜𝑠𝜃)�̂��̂� 

∇⃗⃗ . 𝑣 =
|
|

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
−

1

𝑟
𝑣𝜃

1

𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜃
+

𝑣𝑟

𝑟

1

𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜃

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜑
−

𝑣𝜑

𝑟

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣θ

𝜕𝜑
−

𝑣𝜑

𝑟
𝑐𝑜𝑡𝜃

𝑣𝑟

𝑟
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣φ

𝜕𝜑

|
|
     (32 )                 

 [: 14-12آیند ]های تانسور تنش ناشی از دیورژانس سرعت از رابطه زیر بدست میمؤلفه

𝜏 = 𝜇∇⃗⃗ . 𝑣                           (33 )  

 توان از آن نتیجه گرفت: که می

𝜏𝑟𝑟 = 2𝜇
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
                     (34 )  

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇 [
𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
−

1

𝑟
𝑣𝜃] = 𝜇 [𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(
𝑣𝜃

𝑟
) +

1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
]                    (35)    

 
 توان فشار در هر نقطه را به دست آورد:( می14از رابطه )

𝑝∞ − 𝑝(𝑟) = ∫
𝜕𝑝

𝜕𝑟
𝑑𝑟

∞

𝑟

= ∫ (
𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝐸2𝜓))𝑑𝑟

∞

𝑟

= 

= ∫ (
𝜇

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(
3𝑎𝑣

2𝑟
𝑠𝑖𝑛2𝜃))𝑑𝑟

∞

𝑟

=
𝜇

𝑠𝑖𝑛𝜃
∫ (

1

𝑟2
×

3𝑎𝑣

2𝑟
× 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝑑𝑟

∞

𝑟

 

=
𝜇

𝑠𝑖𝑛𝜃
× 3𝑎𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ∫

1

𝑟3
𝑑𝑟

∞

𝑟

= 3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (
1

−2𝑟2
)
𝑟

∞

 

=
3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

−2
(
1

∞
−

1

𝑟2
) = +

3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑟2
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 و در نتیجه: 

𝑝(𝑟) = 𝑝∞ −
3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑟2
                     (36 )  

 رسیم: کروی می -ها در مختصات قطبیسپس به شکل نهایی تنش 

𝜏𝑟𝑟 = −𝑝 + 2𝜇
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
= −𝑝(𝑟) + 2𝜇

𝜕

𝜕𝑟
(1 −

3𝑎

2𝑟
+

𝑎3

2𝑟3
)

= −𝑝(𝑟) + 2𝜇𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 × (−
3𝑎

2
×

−1

𝑟2
+

𝑎3

2
×

−3

𝑟4
) 

= −𝑝(𝑟) + 2𝜇𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (
3𝑎

2𝑟2
−

3𝑎3

2𝑟4
) 

𝜏𝑟𝑟 = −𝑝(𝑟) + 3𝜇𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (
𝑎

𝑟2 −
𝑎3

𝑟4)                  (37 )  

rروی سطح کره  = a،  :این کمیت برابر است با 

𝜏𝑟𝑟|𝑟=𝑎 = −𝑝(𝑟) + 0 = −𝑝∞ +
3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑎2 = −𝑝∞ +
3𝜇𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑎
               (38)  

 و نیز داریم:

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇 [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(
𝑣𝜃

𝑟
) +

1

𝑟
(
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
)] 

= 𝜇 [𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(
−𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟
(1 −

3𝑎

4𝑟
−

𝑎3

4𝑟3
))

+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 (1 −

3𝑎

2𝑟
+

𝑎3

2𝑟3
))] 

= 𝜇 [−𝑟𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃
𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟
−

3𝑎

4𝑟2
−

𝑎3

4𝑟4
) + 𝑣 (

1

𝑟
−

3𝑎

2𝑟2
−

𝑎3

2𝑟4
)

𝜕

𝜕𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃] 

= 𝜇 [
𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟
−

3𝑣𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃

2𝑟2
−

𝑎3𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟4
−

𝑣𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟
+

3𝑣𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃

2𝑟2
−

𝑣𝑎3𝑠𝑖𝑛𝜃

2𝑟4
] 

 

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇 (−
3𝑣𝑎3𝑠𝑖𝑛𝜃

2𝑟4
) = −

3𝜇𝑣𝑎3

2𝑟4
𝑠𝑖𝑛𝜃                  (39 )  

 این کمیت روی سطح کره برابر خواهد بود با: و مقدار 

𝜏𝑟𝜃 =
−3𝜇𝑣

2𝑎
𝑠𝑖𝑛𝜃                    (40 )  

نیروی مقاومت   3مطابق شکل ) سرعت سیال در دور دست است،     v⃗در جهت    Fz( چون جهت 

 شوند برابر است با: وارد می  da⃗که بر المان سطح   dfنیروی کل حاصل از نیروهایی  
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 های بردار نیروی وارد بر المان سطح. المان   3شکل 

𝐹𝛿 = ∫𝑑𝐹𝛿 = ∫(𝑑𝐹𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑑𝐹𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃)

= ∫[(𝜏𝑟𝑟𝑑𝑎)𝑐𝑜𝑠𝜃 − (𝜏𝜃𝑟𝑑𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜃] 

= ∫(𝜏𝑟𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏𝜃𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑑𝑎

= 𝑎2 ∫ ∫ [(−𝑝∞ +
3𝜇𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑎
) 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜋

0

2𝜋

0

+ (
3𝜇𝑣

2𝑎
𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛𝜃] 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 

= 𝑎2 × 2𝜋 × ∫ [−𝑝∞𝑐𝑜𝑠𝜃 +
3𝜇𝑣

2𝑎
𝑐𝑜𝑠2𝜃 +

3𝜇𝑣

2𝑎
𝑠𝑖𝑛2𝜃]

𝜋

0

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 

= 2π𝑎2 [−𝑝∞ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃
𝜋

0

+
3𝜇𝑣

2𝑎
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

+
3𝜇𝑣

2𝑎
∫ 𝑠𝑖𝑛3𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

] 

 جا که داریم:از آن 

∫𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 =
−𝑐𝑜𝑠3𝜃

3
∫ و 𝑠𝑖𝑛3𝜃𝑑𝜃 = − 𝑐𝑜𝑠𝜃

+
𝑐𝑜𝑠3𝜃

3
∫ و 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 =

𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
 

 پس در نتیجه: 

𝐹𝑧 = 2π𝑎2 × [−𝑝∞ ×
0

2
+

3𝜇𝑣

2𝑎
(
−𝑐𝑜𝑠3𝜋

3
+

𝑐𝑜𝑠30

3
) +

3𝜇𝑣

2𝑎
(
4

3
)] 

= 2π𝑎2 × (
𝜇𝑣

𝑎
+

2𝜇𝑣

𝑎
) = 2𝜋𝑎2 ×

3𝜇𝑣

𝑎
= 6𝜋𝜇𝑣𝑎 
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𝐷 = 6𝜋𝜇𝑣𝑎                              (41 )  

بیان دقیقی از نیروی  41رابطه ) با شعاع  مقاومت سیال بر ذره (  که است و چنان   aای کروی شکل 

 ای مستقیم از معادلات میدان سرعت سیال اطراف ذره است.  دیدیم نتیجه

 

 نتایج و بحث .3

نانوذرات در یک سیال   از معادلات فوق را در زمینه حرکت  نتایج جدیدی  ادامه قصد داریم  در 

اندازه  نیوتنی ارائه دهیم که در علوم جدید   نانوفناوری کاربرد وسیعی دارند. بررسی نظری  حوزه 

هیدرودینامیکی ذرات و مقایسه با مقادیر تجربی از جمله این اهداف است. این کار را بر روی نانو  

سازی  کنیم و سپس به شبیهیابی میدهیم. در ابتدا این ذرات را سنتز و مشخصهذرات طلا انجام می

و از این راه به اندازه هیدرودینامیکی و برآورد عددی سرعت نسبی ذرات  سیال اطراف آن پرداخته 

 پردازیم.نسبت به سیال می

 

 یابی نانو ذرات طلاسنتز و مشخصه 1ـ3
اند  های طلای پراکنده شده در آب، به روش معروف تورکویچ تولید شده در این قسمت، نانوذره 

لیتر آب مقطر ریخته و  میلی  20گرم سیترات سدیم در    0.2[. به منظور سنتز نانوذرات طلا،  15-17]

  4HAuClگرم  میلی  77/6گراد هم زده شد. پس از آن،  درجه سانتی  50دقیقه در دمای    20به مدت  

گراد روی همزن  درجه سانتی  100دقیقه در دمای    20لیتر آب مقطر حل شد و به مدت  میلی  20در  

لیتر از محلول  میلی  2لیتر رسید. پس از آن،  میلی  15به    مغناطیسی گرم کننده قرار گرفت تا حجم آن

)که حاوی   سیترات  به مدت  02/0سدیم  است(  سیترات سدیم  قطره   4گرم  به صورت  به  ثانیه  ای 

گراد بر روی صفحه گرم  درجه سانتی  100دقیقه در دمای    8اضافه شد و به مدت    4HAuClمحلول  

یابی آن از پراکندگی  و در اولین گام برای مشخصه  [. نانو ذرات طلا تشکیل شده 18قرار گرفت ]

بینیم نمودار بیانگر تشکیل  ( می4کنیم که همانگونه که در شکل )( استفاده میXRDاشعه ایکس )

درجه 7/77و    5/64،  3/44،    1/38در    θ2های قابل توجه  در این الگو، قلّه نانوذرات از جنس طلاست.  

(،  111( طلا و با صفحات به ترتیب )fccبلوری مکعب با سطح مرکزدار )اند که به ساختار  ظاهر شده 

(200(  ،)220( و  استاندارد  311(  با شماره کارت  بلوری  و صفحات  داده شد  نسبت   )JCPDS 

No.04-0784    .همبستگی خوبی داشتند ( تجزیه و تحلیل پراکندگی نور دینامیکDLS با دستگاه )

Malvern Zetasizer 3000   با میانگین قطر  انجام شد نانومتر را    12ه است، و تشکیل ذرات 

با میکروسکوپ الکترونی عبوری گرفته شده  5(. در شکل )5دهد )شکل  نشان می ( تصویری که 
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چنانکه می است.  داده شده  نشان  ذرات  است  واقعی  اندازه  که    8بینیم  است  نانومتر گزارش شده 

 . تر استگمان از اندازه هیدرودینامیکی کوچکبی

 

 
 

 ( از نمونه خشک شده کلوئید طلا. XRDپراکندگی اشعه ایکس ) 4شکل 

 

 
( و شکل درونی، تصویر DLSگیری نور دینامیک )نمودار فراوانی ذرات طلای عبوری توسط اندازه  5شکل 

 دهد. نانومتر را نشان می  8( که تشکیل ذرات با اندازه واقعی میانگین TEMمیکروسکوپ گذار الکترونی )

 

 شبیه سازی عددی اندازه هیدرودینامیکی و سرعت شاره 2ـ3
را به  ( کمک بگیریم و میدان سرعت در اطراف نانو ذره ذکر شده  30در ابتدا لازم است از رابطه )

(  DLSآوریم. چنانکه پیشتر بیان شد، اندازه هیدرودینامیکی توسط پراکندگی نور دینامیکی )  دست

شود که به همان شکل  اندازه به صورت اندازه یک کره سخت فرضی تعریف میشود. این  تعیین می
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ها یا ذرات موجود در محلول که  [. در مورد ماکرومولکول 19شود ]گیری شده، پخش میذره اندازه 

از   و  هستیم  اندازه  این  تعریف  به  ناگزیر  پخش  ضریب  محاسبه  برای  ندارند،  کروی  اغلب شکل 

توان به اندازه ظاهری ذره آب پوشیده شده )هیدراته( رسید. در حقیقت  یهای انتشار ذره مویژگی

توان اندازه های انتشار ذره رابطه مستقیمی وجود دارد. پس میبین اندازه هیدرودینامیکی و ویژگی

ای از حلال اطراف جسم در نظر گرفت که تقریبا همراه ذره حرکت  هیدرودینامیکی را شعاع کره 

توان گفت نیروی مقاومتی که این کره اه آن ماهیت دینامیکی یکسانی دارد. مثلا میکند و به همرمی

[. از این رو اصطلاح  21-20کند ]کند برابر با همان نیرویی است که ذره تجربه میدر سیال تجربه می

همورد استفاده معمولا قطر هیدرودینامیکی است. بنابراین، قطر استوکس یا قطر هیدرودینامیکی، کر

ی مورد نظر را داراست، با فرض اینکه یک لایه آب پوشیده  ی است که ضریب انتشار مشابه ذره ا

نانو ذرات کروی تقارن هندسی   در اطراف مولکول یا ذره قرار گرفته باشد. خوشبختانه در مورد 

 کاملی برای کره ذره و کره هیدرودینامیکی وجود دارد. 

( میدان سرعت حلال  30ایم و به کمک رابطه )نانومتر را در نظر گرفته   8( ذره طلا با قطر  6در شکل )

آن   اطراف  در  کلوئیدی  محلول  نموداردر  برای رسم  کردیم.  بررسی  اوریجین  را  افزار  نرم  از  ها 

ها  و نیز طول و زاویه بردار    yو  xهای  استفاده شده است که با انتخاب الگوی نمودار و دادن مولفه

به سا برای سرعتدگی رسم مینمودارها  را  این کار  نوعی( ذره  شوند.  متفاوت )سه سرعت  های 

ها در یک نقطه مفروض اطراف ذره در سه  شود میداننسبت به شاره تکرار کردیم. چنانکه دیده می

اند و فقط مقدار بردارها  ها تغییری نکرده حالت بسیار موازی هم هستند و با تغییر سرعت، زاویه بردار

کرده است. به عبارت دیگر کمیت زاویه بردارهای سرعت نسبت به کمیت مقدار سرعت  تفاوت  

 سیال در دوردست )یا سرعت نسبی ذره به سیال(، کمیتی ناوردا است.  

همچنین لازم به یادآوری است که سیال در این آزمایش )روش ترکویچ( مخلوطی از آب و نمک  

نتیجه گرانروی آن با درصدهای مختلف نمک تغییر کند  های آب و در  است و ممکن است غلظت

توان  ( شکل میدان سرعت شاره مستقل از گرانروی است، می30[. البته از آنجا که در رابطه )22]

نتیجه گرفت که نتایج ما تا اینجا مستقل از درصد نمک است و این کمیت فقط روی نیروی مقاومت  

 شود.  درصد نمک، این نیرو هم زیاد می که با افزایش است، به صورتی( تاثیر گذار 41)رابطه 
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 )ج( )ب( )الف(

𝑣(  الفنانومتری با سرعت نسبی نسبت به سیال اطراف:  8نمایش میدان برداری اطراف نانو ذره طلای   6شکل  =

0.5𝑛𝑚/𝑠  ،ب) 𝑣 = 0.612𝑛𝑚/𝑠     ج) 𝑣 = 1.25𝑛𝑚/𝑠. 

 

توان به شعاع  پردازیم که آیا از مدل میدان سرعت استوکس میمیدر گام بعد به بررسی این امر  

ایم که در دستگاه  هیدرودینامیکی رسید یا خیر. برای این کار کد برنامه نویسی را اندکی تغییر داده 

ها( را روی محور    xهای موازی با سرعت شاره )در جهت  مختصات متصل به مرکز ذره، سرعت

های متفاوت بدهد. در حقیقت، قطر هیدرودینامیکی را از بعُد  فاصله  ها( در  yعمود بر آن )محور  

های درست از این مسئله  (، تصویری با ابعاد و اندازه 7کنیم. شکل )عمود بر سرعت سیال بررسی می 

رسم شده است. در   DLSنانومتر از آزمایش    12دهد. در این شکل، هاله اطراف ذره با قطر  ارائه می

نقطه در  و  ناحیه  این  مانند  لبه  )در    pای  خود  بیشینه  نهایی  مقدار  سوم  دو  به  سرعت  بردار  اندازه 

ای از ذره  اندازه هیدرودینامیکی را در فاصله  DLSدوردست( رسیده است. به عبارت دیگر دستگاه  

توان آن را فاصله  )می  درصد سرعت در دوردست رسیده باشد  65گیرد که سرعت سیال به حدود  می

موثر کاهش مقدار سرعت نامید( که این جواب با توجه به ماهیت نمایی بردار سرعت نسبت به فاصله  

های ما نشان داد تغییر مقدار سرعت در  سازیکاملا منطقی است. نکته بسیار مهم آن است که شبیه

ن در مورد تغییر سرعت دوردست  شود و بنابر آنچه پیش از ایدوردست هم به همین نتیجه منجر می

 بیان کردیم، پیکربندی و گرادیان آن در تمام راستاها مستقل از مقدار اولیه سرعت شاره است. 

ای بین اندازه هیدرودینامیکی و فاصله موثر کاهش مقدار سرعت  بنابراین برای نخستین بار مقایسه

با هم برابر هستند. پس    vهمه مقادیر    اطراف ذره بدست آوردیم که با تقریب بسیار خوبی، به ازای 

شبیه از  مهم  نتیجه  یک  عنوان  میبه  حاضر  واقع  سازی  در  ذره  هیدرودینامیکی  شعاع  گفت  توان 

گیری  رسد. این نتیجهسرعت شاره می  65/0ای از مرکز ذره است که سرعت شاره به حدود  فاصله

شود. مطالعه حاضر  حاضر ارائه می  از روی معادلات استوکس برای نخستین بار است که در مقاله 

 تواند گامی نو در بررسی فیزیکی و محاسباتی رفتار نانوذرات کلوئیدی باشد.  می
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میدان برداری در راستای عمود بر سرعت سیال و مقایسه فاصله تغییرات سرعت از ذره با شعاع   7شکل 

 هیدرودینامیکی. 

 گیری نتیجه. 4
کامل و با جزئیات روابط استوکس برای محاسبه میدان سرعت اطراف یک ذره  در این مقاله اثبات  

های سطحی و نیز  دلات تنش کروی شناور در یک سیال را به دست آوردیم و به کمک آن به معا

نیروی مقاومت وارد بر ذره رسیدیم. در بخش تجربی نانوذرات هشت نانومتری طلا به روش ترکویچ 

مشخصه از  پس  و  اندازه ساختیم  کمک  به  ) یابی،  دینامیک  نور  پراکندگی  اندازه  DLSگیری   )

اندازه هیدرودینامیکی و فاصله  ای بین  هیدرودینامیکی آن را بدست آوردیم. برای نخستین بار مقایسه

دست آوردیم که با تقریب بسیار خوبی با هم برابر هستند.  موثر کاهش مقدار سرعت اطراف ذره به

ای نو بر مطالعه رفتار نانو کلوئیدها باز نموده و کاربردهای فراوانی  تواند دریچه نتایج این بررسی می

   های پراکندگی نور دینامیک به وجود آورد.زمایشسازی دینامیکی ذرات معلق در سیال و آدر شبیه

 

 تقدیر و تشکر . 5
  خود باعث   ۀ داوران محترم که با نظرات سازنداز  تشکر و قدردانی  دانند ضمن  نویسندگان لازم می

های گروه فیزیک جناب آقای دکتر ابوالقاسم فوجی مسئول محترم آزمایشگاه   ، ازارتقای مقاله شدند

 دانشگاه حکیم سبزواری کمال قدردانی را داشته باشند.  
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