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Abstract 
The penning trap, invented in 1959 by H. Dehmelt, is a combination of 
an inner electric dipole field and a constant magnetic field. A charged 
particle trapped in the Penning trap is called a geonium atom. The 
energy levels of the geonium atom are known in the non-relativistic 
limit, using the solutions of the Schrodinger equation, and for the case 
when the gravitational field of the Earth is negligible. In this article we 
write the Dirac equation for the geonium atom, coupled to the weak 
gravitational field of the Earth, and study its energy levels using 
perturbation techniques. If the Newtonian gravitational potential is  , 

the dimensionless perturbing parameter is 
2
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~ 2 10

c

   , where c is 

the velocity of light. It is found that the effect of these perturbations 
affects the energy levels by a factor of almost 103 10 . This tiny shift in 
the energy levels may be used to investigate the effect of the 
gravitational field on earth. 
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  ،پنينگ هترازهاي انرژي الكترون در تل  روياختلال  بررسي 
  ١ديراك ه معادل ناشي از

  ٤محمد خرمي  و ٣*، احمد شريعتي٢عالمه حاجي محمدي فريمان 
 

  ١٤٠١/ ٠١/٠٨تاريخ دريافت: 

  ٠٨/١١/١٤٠١تاريخ بازنگري: 

  ٠٨/١٢/١٤٠١تاريخ پذيرش: 

  

 
 چكيده: 

اختراع شد، تركيبي از يك ميدان دو قطبي الكتريكي دروني و    دملت  توسط  ١٩٥٩در سال  كه  پنينگ  ي  هتل

به دام مي   هتلبارداري كه در    هاست. ذر  يكنواخت  يك ميدان مغناطيسي  به اتم ژئونيوم موسوم  پنينگ  افتد 

  موردي و براي    شرودينگر  همعادلهاي  است. ترازهاي انرژي اتم ژئونيوم، در حد غيرنسبيتي، با استفاده از حل

يراك را براي اتم ي دپوشي است، مشخص شده است. در اين مقاله معادلهان گرانشي زمين قابل چشمكه ميد

مطالعه اختلال    روش  استفاده از  را باآن  و ترازهاي انرژي    نوشتهاست،  ميدان گرانشي زمين    دركه    ژئونيوم

، پارامتر اختلالي بدون بعد در نظر بگيريم  نيوتني را    . اگر پتانسيل گرانشي يمكنمي 
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c

  

آن   بود كه در  نشان مي   سرعت  cخواهد  نتايج  به    كه  دهدنور است.  انرژي  ترازهاي  اثر اين اختلال روي 

103يك فاكتور تقريبي   يهانداز 10 تواند براي بررسي اثر  انتقال ناچيز در ترازهاي انرژي مي اين  .است

  ميدان گرانشي زمين در نظر گرفته شود.  

 .اتم ژونيوم ،معادله ديراك ،تله پنينگ :اژگان كليديو 
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  مقدمه  .١
.  استبسيار مورد توجه    ،هاي كوانتوميسامانه مانند زمين روي    بزرگياجسام  ميدان گرانشي    آثار

از    همكاران و    ١موريشيما يكي  كه  كردند  مياندازه   آثاراستدلال  ژيرومغناطيس    تواند پذير  نسبت 

. اين اثر بسيار ناچيز و از  ]١[  پنينگ به دام افتاده است   يهتلالكترون باشد كه در يك    چون  ايذره 

9ي  مرتبه
2

3
~ 2 10

c

   1باشد كه  مي
Earth EarthGM R     پتانسيل گرانشي در سطح زمين وc  

پنينگ در    ي هتلآگاهي از ترازهاي انرژي    نيازمندگيري چنين اثر ناچيزي  . اندازه استنور    سرعت

را  نظري از اتم ژئونيوم با متريك ريندلر    يتحليل  و همكاران  ٢، البريختبه تازگيآن مرتبه است.  

نسبيتي تا مرتبهگذار براي تصحيحهاي  انرژيها  آندر گزارش    .]٢[  نداه گزارش كرد   c-2ي  هاي 

دهد كه گرانش نيوتني تنها به انتقال ثابتي از ترازهاي انرژي  ها نشان ميده شده است. نتايج آن استفا

به  ندارد.    اثري   شده   گيريشود. بنابراين گرانش نيوتن روي بسامدهاي گذار اندازه ژئونيوم منتهي مي

،  به تازگيشود.  مي  جرهاي نسبيتي ترازهاي انرژي منبه انتقال  c-2ي  هنسبيتي از مرتب  آثار ،  جاي آن

در اين مقاله  ما    .]٣[بررسي آثار گرانش روي اتم ژئونيوم منتشر شده است    مورددر   كامل  يگزارش

  كنيم. يراك بررسي مي د هپنينگ را به كمك معادل يهتل اختلال روي ترازهاي انرژي 

 مروري بر مورد غيرنسبيتي  .٢

باردار  پنينگ    يهتلدر   Bˆميدان مغناطيسي يكنواخت  الكترون در يك    چونيك ذره  Bk


و    

يك ميدان الكتريكي دو قطبي   0 ˆ ˆ ˆ2
E

E xi yj zk
a

  


در ناحيه محدودي از فضا حركت   

اينجا    .]٦و  ٥،  ٤[كند  مي است.    aدر  طول  به    اغلبمقياس  تعريف    شكلبسامد سيكلوترون  زير 

   :شودمي

 2 .c c

eB

M
                                                                                                              (١) 

 ت. بار الكترون اس  (قدر مطلق) اندازه  eجرم الكترون و  M اين رابطهدر 

يك   در  نوعي  بسامد  مغناطيسي مقدار  5.7Bميدان  T    برابر الكترون  يك  براي 

160c GHz   .گيريم:در نظر ميزير  صورت را به   پتانسيل برداري اكنون خواهد شد   

 1 ˆ ˆ .
2
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  : زير نوشت شكلتوان به  مينيز ميدان الكتريكي را 
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                                                                                       (٣) 

بسامد زاويه  z  ،كه در آن بعد  با  رابطه،  اي است.  پارامتري  اين  64zبه ازاي  از  MHz     و
1~ 460E kVm  2خواهيم داشتz z  .  

    :پتانسيل الكتريكي برابر است با 

)٤(                                                                                         
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  : ]٣[دون اسپين برابر است با ب  يه غيرنسبيتي ذر هاميلتوني

)٥                                       (                                                                            .xy zH H H    

270zنوسانگر هماهنگ ساده با   هاميلتوني يك zH  اين رابطه،در  neV ، برابر است با:  

)٦                             (                                                                      
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2 21
.
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z

z z

p
H z
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ــين، ــاميلتوني xyHهمچن ــگ ه ــانگر هماهن ــك نوس ــافي  ي ــارت اض ــا عب ــدي ب ــانگرد دو بع همس

zL  است)zL اي مداري است)زاويه اندازه حركتي مؤلفه.   
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)٨           (                                                                                             2 21
2 .
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335558neVبالا داريم    ه راي مقادير معرفي شدب     .به شكل را  عملگرهاي نردباني  توان  مي

  د: كرزير تعريف 
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    شود:مي به شكل زير هاميلتوني، اين عملگرها حسببر
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†، اينجادر  كه   †,x x x y y yN a a N a a     متداول شمارنده  با  اكنون    ند.هستعملگرهاي 

    شوند:معرفي مياستفاده از عملگرهاي نردباني، عملگرهاي زير 
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    : جاپذير هستند يعنيجابه، عملگرهاي نردباني    aو    aعملگرهاي  توان نشان داد كه  به سادگي مي

)١٣                                 (                                                                                    , 0.a a     

xتوان مشاهده كرد كه  مي ،همچنين yN N N N      و zL N N     هستند، از

   :اين رو داريم

)١٤               (                                       1
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 : توان به شكل زير نوشترا مي هاميلتونياين  ويژه مقداري   يهمعادل
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                                       (١٥) 

Nويژه مقادير  nو   n  )،١٥در رابطه (    وN     هستند و  

)١٦                    (                                                                   2 21
2 ,

2 c c z          

)١٧                      (                                                                2 21
2 .

2 c c z          

𝜔در اينجا مهم است كه توجه شود با شرط   < 𝜔  توان نوشت: مي آنگاه  

)١٨(                                                                                              𝜔 > 𝜔   ,   𝜔 <   

كه تا اينجا در نظر گرفته شد بدون در نظر گرفتن اسپين الكترون بوده است، براي الكترون    هاميلتوني

   زير را اضافه كرد: ي هبايد جمل حقيقي
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                                                                                            (٢٠) 

است   g  ضريب   و الكترون  ژيرومغناطيس  معادل  كه  نسبت  2gيراك  د  ةاز      بنابراين    .داريمرا

    : پنينگ برابر است با يه يك الكترون در تل انرژيترازهاي 
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كه   , , ,zn n n s     مقدار    اغلب و    بوده اعداد كوانتومي, , zn n n   برابر   0,1,2,...   مقدار    و

s  برابر 1, 1     .جدول زير پارامترهاي انرژي را براي يك الكترون در ميدان مغناطيسي  است

5.7B T   64و بسامدz MHz  دهد. نشان مي  

  

5.7Bپنينگ، با ميدان مغناطيسي   يه پارامترهاي انرژي الكترون در يك تل ١جدول  T  و بسامد

64z MHz .  

neV پارامتر انرژي 

671116 
cw 

335558  

265 
zw 

0.052 w 

 
  پنينگ يهيراك براي يك الكترون در تلد  همعادل .٣

  گيريم: در نظر ميزير  صورتاسپينور ديراك را به  

)٢٢             (                                                                                                            





 

  
   

ترازهاي انرژي   و  نوشته ديراك مربوطه را   ي هبايد معادل  آثار نسبيتي را مطالعه كنيمچنانچه بخواهيم 

  :  ]٧[ داريميراك در نمايش درا به دست آوريم. 
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در يك ميدان الكترومغناطيسي    qاي با بار  ديراك براي ذره   ه معادلدر اين نمايش   0 ,A A


برابر    

    :است با
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معادله   كه اين  0A  ها،در     ،الكتريكي Aپتانسيل 


برداري   p  ، پتانسيل  eA  


اندازه    

iكانونيك است. براي ويژه حالت انرژي عبارت   اندازه حركت  p  و   ماتيكيسين  حركت
t




    را با

   آيد:بدست مي، ي كوتاه مؤلفهكنيم و پس از حذف جايگزين مي Eانرژي 
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  انرژي سكون نيست) و   شاملانرژي غيرنسبيتي است (بخشي كه  E ،كه در آن
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    خواهيم داشت: 2cي  تا مرتبه)  ٢٦(با بسط سمت راست معادله  
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  : توان نوشتمي همچنين
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ترازهاي   نسبيتي  مقدار چشمداشتي    2cي  انرژي تا مرتبهتصحيح  ديگر  شيوه است.    1Hبرابر  اي 

  ؛بنويسيم  عملگرهاي نردبانيرا بر حسب  1Hاين نتيجه، اين است كه    يافتنبراي 
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  رو؛ از اين

 )٣٣                                    (                                                           1 1 1 ,H H H ZE       

   ،كه

  )٣٤ (                                                                                                
 2

1 2
,

2

E e
H

Mc


     

  )٣٥       (                                                           
   

1 2 2

. , .
,

8

i p eA e
H

M c

      

  


   

كند. در حذف مي  Eرا با ويژه مقدار    0Hمقدار چشمداشتي عبارتي است كه ويژه حالت    ZE  و

1Hادامه براي    توان نوشتمي:  
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. براي عبارت  شودحذف مي  پاياني   ه عبارت دوم در معادل،  برابر صفر است  كه لاپلاسي    از آنجايي 

مقدار چشمداشتي غيرصفر براي    zهاي پائولي تنها  داشت كه از ميان ماتريسنخست بايد توجه  

  : بدين ترتيبدارد.  0Hويژه بردارهاي  
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  : توان نوشتمي
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